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a, b を複素数，c を純虚数でない複素数とし，i を虚数単位とする．複素数平面に

おいて，点 z が虚軸全体を動くとき

w = az + b
cz + 1

で定まる点 w の軌跡を C とする．次の 3条件が満たされているとする．

(ア) z = i のときに w = i となり，z = −i のときに w = −i となる．

(イ) C は単位円の周に含まれる．

(ウ) 点 −1 は C に属さない．

このとき a, b, c の値を求めよ．さらに C を求め，複素数平面上に図示せよ．
(19 九州大 理系 5)

【答】 a = 1, b = 1, c = −1，C は |w| = 1 かつ w \= −1，図は略

【解答】

w = az + b
cz + 1

条件 (ア)より
i = ai+ b

ci+ 1

−i = −ai+ b
−ci+ 1

⇐⇒

{
i(ci+ 1) = ai+ b

−i(−ci+ 1) = −ai+ b
(∵ c \= ±i)

⇐⇒

{
ai+ b = −c+ i

−ai+ b = −c− i

∴ a = 1, b = −c

このとき w = z − c
cz + 1

である．

さらに，条件 (イ)より，「z が虚軸上を動くとき，w は単位円の周上にある」，すなわち

「z + z = 0 ならば, z − c
cz + 1

= 1」

が成り立つ．

z − c
cz + 1

= 1 ⇐⇒

{
|z − c| = |cz + 1| …… 1⃝
cz + 1 \= 0 …… 2⃝

1⃝を変形すると

|z − c|2 = |cz + 1|2

|z|2 − cz − cz + |c|2 = |c|2|z|2 + cz + c z + 1

(1− |c|2)|z|2 − (c+ c)(z + z) + |c|2 − 1 = 0

(1− |c|2)(|z|2 − 1) = 0 (∵ z + z = 0)

z は虚軸上を動くので，|z| \= 1を満たすものも存在する．したがって

|c| = 1 …… 3⃝
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である．
最後に，条件 (ウ)も考える．w = −1となる z を求めると

−1 = z − c
cz + 1

⇐⇒

{
z − c = −cz − 1 …… 4⃝
cz + 1 \= 0 …… 2⃝

4⃝を変形すると

(c+ 1)z = c− 1

c \= −1と仮定すると，z = c− 1
c+ 1

であり

z + z = c− 1
c+ 1

+ c− 1
c+ 1

= c− 1
c+ 1

+

1
c

− 1

1
c

+ 1
( 3⃝より, cc = 1)

= c− 1
c+ 1

+ 1− c
1 + c

=0

したがって，w = −1となる虚軸上の z が存在する．これは −1が C に属することになり条件
(ウ)に反する．よって

c = −1

である．このとき，cz + 1は −z + 1であり，z は虚軸上を動くから −z + 1 \= 0である．すな
わち， 2⃝を満たす．
以上より，(ア)，(イ)，(ウ)をみたす a, b, cの値は

a = 1, b = 1, c = −1 ……（答）

であり，このとき

w = z + 1
−z + 1

…… 4⃝

である．C は 4⃝かつ z + z = 0を満たす点 z が存在するような w の集合である．

4⃝ ⇐⇒ − wz + w = z + 1 (∵ z \= 1)

⇐⇒ (1 + w)z = w − 1

⇐⇒ z = w − 1
w + 1

z は z + z = 0を満たすから

w − 1
w + 1

+ w − 1
w + 1

= 0

(|w|2 + w − w − 1) + (|w|2 − w + w − 1)

|w + 1|2
= 0

2(|w|2 − 1)

|w + 1|2
= 0
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よって，求める w の条件は

x

y

O−1 1

|w| = 1 かつ w \= −1 ……（答）

であり，図示すると右図となる．

• w = z − c
cz + 1

, |c| = 1以降の条件 (ウ)については次のように

処理してもよい．
z = 0は虚軸上の点であり，

w \= −1 ⇐⇒ −c \= −1 ∴ c \= 1

よって，c = −1である．


