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複素数 α, β, γ が表す複素数平面上の点を，それぞれ，A，B，Cとし，複素数平

面の原点を Oで表す．ただし，A \= B, A \= O とする．以下の問いに答えよ．

(1) 方程式 z
α

+ z
α

= 1を満たす複素数 z が表す点の複素数平面上の軌跡は，線分

OAの垂直二等分線であることを示せ．

(2) |α| = |β| = 1 とする．複素数平面上において，直線AB上の点を表す複素数 zは，

方程式 z + αβz = α+ β を満たすことを示せ．

(3) |α| = |β| = 1とする．複素数平面上において，点 Cを通り直線ABに垂直な直線

上の点を表す複素数 zは，方程式 z − αβz = γ − αβγ を満たすことを示せ．
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【答】

(1) 略
(2) 略
(3) 略

【解答】
A(α), B(β), C(γ), α \= β, α \= 0

(1) α \= 0より

z
α

+ z
α

= 1 ⇐⇒ αz + αz = αα …… 1⃝

が成り立つ．このとき z と 0，z と αとのそれぞれの距離 |z|, |z − α|について

|z|2 − |z − α|2 = zz − (z − α)(z − α)

= zz − (zz − αz − αz + αα)

= αz + αz − αα

= 0 (∵ 1⃝)

∴ |z| = |z − α| …… 2⃝

よって，z は線分 OAの垂直二等分線上の点である．
逆に，z が線分 OAの垂直二等分線上の点であるならば，z は 2⃝を満たす．

2⃝ ⇐⇒ |z|2 = |z − α|2

∴ zz = (z − α)(z − α)

∴ αz + αz − αα = 0

すなわち，z は 1⃝を満たす．
以上より，方程式 z

α
+ z

α
= 1を満たす z が表す点の軌跡は，線分 OAの垂直二等分線

上の点である． …… (証明終わり)

(2) 点 P(z)が直線 AB 上にあるならば，
#   »
AP = t

#   »
AB (tは実数)と表すことができる．これを

複素数で表すと

z − α = t(β − α) (tは実数)

⇐⇒ z − α
β − α

は実数 (∵ α \= β)

⇐⇒ z − α
β − α

−
(
z − α
β − α

)
= 0 …… 3⃝
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である．左辺を整理すると

(左辺) = z − α
β − α

− z − α

β − α

= z − α
β − α

−
z − 1

α
1
β

− 1
α

(∵ αα = 1, ββ = 1)

=
(z − α) + (αβz − β)

β − α

=
z + αβz − α− β

β − α

であるから

3⃝ ⇐⇒ z + αβz − α− β = 0

よって，z は

z + αβz = α+ β

を満たす． …… (証明終わり)

(3) 点 P(z) が点 C を通り直線 AB に垂直な直線上にあるならば，「
#   »
CP ⊥ #   »

AB または P=C」
である．これを複素数で表すと

z − γ
β − α

= t
(
cos π

2
+ i sin π

2

)
(t は実数)

⇐⇒ z − γ
β − α

が純虚数 または 0

⇐⇒ z − γ
β − α

+
(

z − γ
β − α

)
= 0

である．左辺を整理すると

(左辺) =
z − γ
β − α

+
z − γ

β − α

=
z − γ
β − α

+
z − γ
1
β

− 1
α

=
z − γ − αβ(z − γ)

β − α

=
z − αβz − γ + αβγ

β − α

よって，z は

z − αβz = γ − αβγ

を満たす． …… (証明終わり)


