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複素数平面上の互いに異なる 4点 A(z1)，B(w1)，C(z2)，D(w2) を考える．

(1) 次の等式が成立することを示せ．

|z1w1 + z2w2|2 = (|z1|2 + |z2|2)(|w1|2 + |w2|2)− |z1w2 − z2w1|2

(2) 2つの等式

|z1w1 + z2w2|2 = (|z1|2 + |z2|2)(|w1|2 + |w2|2) …… 1⃝
|z1| = |w1| …… 2⃝

が成り立つとき，2つの直線 AB と CD は平行であることを示せ．

(3) 2つの等式 1⃝， 2⃝ が成り立ち，4点 A，B，C，D が同一直線上にないならば，

これらの 4点はある直線に関して対称な四角形の頂点となることを示せ．

(19 東北大 後 理 6)

【答】

(1) 略
(2) 略
(3) 略

【解答】

(1) |z1w1 + z2w2|2 + |z1w2 − z2w1|2 = (|z1|2 + |z2|2)(|w1|2 + |w2|2)を示す．
|z1w1 + z2w2|2 + |z1w2 − z2w1|2

=(z1w1 + z2w2)(z1 w1 + z2 w2) + (z1w2 − z2w1)(z1w2 − z2w1)

=
{
|z1|2|w1|2 + |z2|2|w2|2 + z1z2w1w2 + z1z2w1w2

}
+

{
|z1|2|w2|2 + |z2|2|w1|2 − z1z2w1w2 − z1z2w1w2

}
= |z1|2(|w1|2 + |w2|2) + |z2|2(|w1|2 + |w2|2)

= (|z1|2 + |z2|2)(|w1|2 + |w2|2) …… (証明終わり)

(2) 2つの等式{
|z1w1 + z2w2|2 = (|z1|2 + |z2|2)(|w1|2 + |w2|2) …… 1⃝
|z1| = |w1| …… 2⃝

において， 1⃝は (1)より

|z1w2 − z2w1|2 = 0 すなわち z1w2 = z2w1 …… 3⃝

と同値である．
一方，A(z1)，B(w1)，C(z2)，D(w2)より

AB // CD

⇐⇒
−→
CD = k

−→
ABを満たす実数 k が存在する

⇐⇒ w2 − z2 = k(w1 − z1)を満たす実数 k が存在する

⇐⇒ w2 − z2
w1 − z1

が実数である

⇐⇒ w2 − z2
w1 − z1

=
(
w2 − z2
w1 − z1

)
⇐⇒ (w2 − z2)(w1 − z1)− (w1−z1)(w2 − z2) = 0 …… 4⃝
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であるから， 2⃝， 3⃝の下で 4⃝を示せばよい．

( 4⃝の左辺) = w1w2 − z1w2 − z2w1 + z1z2 − (w1w2 − z2w1 − z1w2 + z1z2)

ここで， 3⃝より

z1w2 = z2w1 すなわち z1w2 = z2w1 …… 5⃝
3⃝， 5⃝より

( 4⃝の左辺) = w1w2 + z1z2 − (w1w2 + z1z2)

= w1w2 − z1z2 − (w1w2 − z1z2)

= (w1w2 − z1z2)− (w1w2 − z1z2)

2⃝において，|z1| = |w1| = 0とすると，z1 = w1 = 0となり，z1 \= w1 であることに反する
から

|z1|2 = |w1|2 \= 0 すなわち z1z1 = w1w1 \= 0 …… 6⃝
3⃝の各辺を 6⃝の各辺で割ると

w2

z1
=

z2
w1

∴ w1w2 − z1z2 = 0

したがって，( 4⃝の左辺) = 0 である． …… (証明終わり)

(3) 3⃝より

|z1||w2| = |z2||w1| ∴ |z1||w2| = |z2||w1|

したがって， 2⃝より

|z2| = |w2| …… 7⃝

A(z1) と B(w1) は，線分 AB の垂直二等分線 l に関して対称であり，C(z2) と D(w2) は，
線分 CDの垂直二等分線 m に関して対称である．
このとき， 2⃝， 7⃝より，l, m はいずれも原点を通り，さらに，(2)から AB // CDであ
るから，l // m である．したがって，l と m は一致する．
ゆえに，A，B，C，Dを頂点とする四角形は直線 l (= m) に関して対称である．

…… (証明終わり)


