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数列 {an}を次の漸化式によって定める．

a1 = 1, a2 = 3, an+2an = 2an+1
2 (n = 1, 2, 3, · · · )

(1) すべての正の整数 nについて，an は正であることを示せ．

(2) 一般項 an を求めよ．
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【答】

(1) 略

(2) an = 3n−1 · 2
(n−1)(n−2)

2

【解答】
a1 = 1, a2 = 3, an+2an = 2an+1

2 (n = 1, 2, 3, · · ·)

(1) すべての正の整数 nについて，「an は正である …… (∗)」ことを数学的帰納法で示す．

( i ) n = 1, 2のとき
a1 = 1, a2 = 3より (∗)は成り立つ．

(ii) n = k, k + 1での成立を仮定すると

ak+2 =
2ak+1

2

ak
> 0

であり，n = k + 2のときも (∗)は成り立つ．

以上 ( i )，(ii)より，すべての正の整数 nについて，(∗)は成り立つ． …… (証明終わり)

(2) (1)より，an, an+1, an+2 は正より，与えられた式に対し底 2の対数をとると

log2 an+2 + log2 an = 1 + 2 log2 an+1

log2 an+2 − log2 an+1 = log2 an+1 − log2 an + 1

{log2 an+1 − log2 an}は公差が 1の等差数列であり

log2 an+1 − log2 an = log2 a2 − log2 a1 + (n− 1) · 1
= log2 3 + n− 1

したがって，n ≧ 2のとき

log2 an = log2 a1 +
n−1∑
k=1

(log2 3 + k − 1)

= log2 1 + (n− 1) log2 3 +
(n− 1)(n− 2)

2

= log2 3
n−1 +

(n− 1)(n− 2)

2
log2 2

∴ an = 3n−1 · 2
(n−1)(n−2)

2

これは n = 1のときも成り立つ．

以上より， an = 3n−1 · 2
(n−1)(n−2)

2 (n ≧ 1) ……（答）
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• 1⃝の両辺を anan+1(> 0) で割ると

an+2

an+1
= 2

an+1

an

であり，数列
{
an+1

an

}
は，初項 a2

a1
= 3，公比 2の等比数列である．

an+1

an
= 3 · 2n−1 ∴ an+1 = 3 · 2n−1an

これを繰り返し用いると

an = 3 · 2n−2an−1 (n ≧ 2)

= 3 · 2n−2 q 3 · 2n−3an−2

= · · ·

= 3 · 2n−2 q 3 · 2n−3 q 3 · 2n−4 q · · · q 3 · 21 q 3 · 20a1

= 3n−1 q2n−2 q2n−3 q · · · q21 q20 q1
= 3n−1 · 21+2+···+(n−2)

= 3n−1 · 2
(n−2)(n−1)

2

これは n = 1 のときも成立する．


