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確率と漸化式

三角形 ABC がある．点 P は頂点 A から出発し，隣の 2つの頂点のどちら

かに，等しく 1
2
の確率で次々に移動する．n を自然数とし，n 回目の移動の

あとに点 P が頂点 A，B，C にある確率を，それぞれ an, bn, cn とする．例

えば，n = 1 のときは，a1 = 0, b1 = c1 = 1
2
である．次の問いに答えよ．

(1) an+1 を bn と cn を用いて表せ．

(2) すべての n について，bn = cn が成り立つことを数学的帰納法によって

示せ．

(3) an+1 を an を用いて表し，数列 {an} の一般項を求めよ．
(4) |an − bn| が 10−5 より小さくなる最小の n を求めよ．ただし，log10 2 =

0.3010とする．
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【答】

(1) an+1 =
bn + cn

2
(2) 略

(3) an = 1
3

− 1
3

(
1
2

)n−1

(4) 17

【解答】

(1) n+1 回目の移動のあとに点 Pが頂点 Aにあるのは，右のよう

1
2

1
2

n回後 n+ 1回後

A A

B

C

に n 回目の移動のあとに点 Pが頂点 Bまたは頂点 Cにあり，こ
のあとに頂点 Aに移動するときであるから，an+1 は

an+1 = bn · 1
2

+ cn · 1
2

=
bn + cn

2
……（答）

と表すことができる．
(2) すべての n について

bn = cn …… (∗)
が成り立つことを数学的帰納法によって示す．

( i ) n = 1 のとき

b1 = c1 = 1
2
であるから，n = 1のとき (∗)は成り立つ．

(ii) n = k のとき，(∗)が成り立つと仮定する．
n回後 n+ 1回後

A A

B B

C C

(1)と同様に

bk+1 =
ak + ck

2
, ck+1 =

ak + bk
2

が成り立つ．帰納法の仮定により bk = ckであるから，n = k+1
のときも (∗)が成り立つ．

( i )，(ii)より，すべての自然数 n について (∗)が成り立つ． …… (証明終わり)
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(3) 点 P は三角形のいずれかの頂点には必ずあるので，

an + bn + cn = 1 (∵ (確率の総和) = 1)

すなわち，bn + cn = 1− an であり，(1)の式は

an+1 =
1− an

2
…… 1⃝

となる．

t = 1− t
2

∴ t = 1
3

より， 1⃝は

an+1 − 1
3

= − 1
2

(
an − 1

3

)
と変形できる．数列

{
an − 1

3

}
は初項 − 1

3
，公比 − 1

2
の等比数列であるから

an − 1
3

= − 1
3

(
− 1

2

)n−1

∴ an = 1
3

− 1
3

(
1
2

)n−1

……（答）

となる．
(4) an + bn + cn = 1 と bn = cn より

bn =
1− an

2
= 1

3
+ 1

6

(
− 1

2

)n−1

となるので

|an − bn| =
(
1
3

+ 1
6

)(
1
2

)n−1

=
(
1
2

)n

である．|an − bn| が 10−5 より小さくなる最小の nは

|an − bn| < 1
105

⇐⇒
(
1
2

)n

< 1
105

⇐⇒ 2n > 105

を満たす自然数である．両辺の対数を計算すると

n log10 2 > 5

∴ n > 5
log10 2

= 5
0.3010

= 16.61 · · ·

であるから，求める nは 17 である． ……（答）


