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10個の玉が入っている袋から 1個の玉を無作為に取り出し，新たに白玉 1個を袋

に入れるという試行を繰り返す．初めに，袋には赤玉 5個と白玉 5個が入っていると

する．この試行を m 回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で k 個である確率を

p(m, k) とする．2以上の整数 n に対して，以下の問いに答えよ．

(1) p(n+ 1, 2) を p(n, 2) と p(n, 1) を用いて表せ．

(2) p(n, 1) を求めよ．

(3) p(n, 2) を求めよ．
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【答】

(1) p(n+ 1, 2) = 7
10

p(n, 2) + 2
5
p(n, 1)

(2) p(n, 1) = 5
{(

3
5

)n

−
(
1
2

)n}
(3) p(n, 2) = 10

(
7
10

)n

− 20
(
3
5

)n

+ 10
(
1
2

)n

【解答】

(1) 試行を n+ 1回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で 2 個であるのは

( i ) 試行を n回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で 2個で (このとき袋の中は赤玉 3

個と白玉 7個)，n+ 1回目の試行で白玉を取り出す
(ii) 試行を n回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で 1個で (このとき袋の中は赤玉 4

個と白玉 6個)，n+ 1回目の試行で赤玉を取り出す

のいずれかである．これらは排反であるから

p(n+ 1, 2) = p(n, 2) · 7
10

+ p(n, 1) · 4
10

∴ p(n + 1, 2) = 7
10

p(n, 2) + 2
5
p(n, 1) ……（答）

である．
(2) 試行を n回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で 1 個であるのは，1回だけ赤玉を取
り出し，他は白玉を取り出すときである．
赤玉を k 回目に取り出す確率は(

5
10

)k−1 5
10

·
(

6
10

)n−k

=
(
1
2

)k ( 3
5

)n−k

=
(
3
5

)n (
5
6

)k

これは

{
k − 1 ≧ 0

n− k ≧ 0
，すなわち，1 ≦ k ≦ nで成り立つ．

よって

p(n, 1) =
n∑

k=1

(
3
5

)n (
5
6

)k

=
(
3
5

)n

· 5
6

·
1−

(
5
6

)n

1− 5
6

= 5
{(

3
5

)n

−
(
1
2

)n}
……（答）

である．
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• 漸化式を立てて解くこともできる．
試行を n+ 1回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で 1 個であるのは

( i ) 試行を n回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で 1個で (このとき袋の中は
赤玉 4個と白球 6個)，n+ 1回目の試行で白玉を取り出す

(ii) 試行を n回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で 0個で (このとき袋の中は
赤玉 5個と白球 5個)，n+ 1回目の試行で赤玉を取り出す

のいずれかである．これらは排反であるから，1以上の整数 nに対して

p(n+ 1, 1) = p(n, 1) · 6
10

+
(

5
10

)n

· 5
10

∴ p(n+ 1, 1) = 3
5
p(n, 1) +

(
1
2

)n+1

…… ア⃝

p(1, 1) = 5
10

= 1
2
のもとで，この漸化式を解く．

解き方はいろいろある．

◦ ア⃝の両辺に
(
5
3

)n+1

を掛けると(
5
3

)n+1

p(n+ 1, 1) =
(
5
3

)n

p(n, 1) +
(
5
6

)n+1

である．n ≧ 2のとき(
5
3

)n

p(n, 1) = 5
3
p(1, 1) +

n−1∑
k=1

(
5
6

)k+1

を計算して，p(n, 1)を求め，n = 1のときも成り立つことを確認する．

◦ ア⃝の両辺に 2n+1 を掛けると

2n+1p(n+ 1, 1) = 6
5

· 2np(n, 1) + 1

である．これは

2n+1p(n+ 1, 1) + 5 = 6
5
{2np(n, 1) + 5}

と変形されるから，数列 {2np(n, 1) + 5}の一般項を求めて，p(n, 1)を求める．
◦ ア⃝を

p(n+ 1, 1) + 5
(
1
2

)n+1

= 3
5

{
p(n, 1) + 5

(
1
2

)n}
と変形して，数列

{
p(n, 1) + 5

(
1
2

)n}
の一般項を求めて，p(n, 1)を求める．

(3) pn = p(n, 2) (n ≧ 2)とおくと，(1)，(2)より

pn+1 = 7
10

pn + 2
{(

3
5

)n

−
(
1
2

)n}
…… 1⃝

である．n ≧ 2を満たすすべての整数 nに対して

α(n+ 1) = 7
10

α(n) + 2
{(

3
5

)n

−
(
1
2

)n}
…… 2⃝

を満たす α(n)をみつける．α(n) = A
(
3
5

)n

+B
(
1
2

)n

とおくと， 2⃝は

A
(
3
5

)n+1

+B
(
1
2

)n+1

= 7
10

{
A
(
3
5

)n

+B
(
1
2

)n}
+ 2

(
3
5

)n

− 2
(
1
2

)n

A
(
3
5

)n+1

+B
(
1
2

)n+1

=
(

7
10

A+ 2
)(

3
5

)n

+
(

7
10

B − 2
)(

1
2

)n
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両辺を比較して
3
5
A = 7

10
A+ 2

1
2
B = 7

10
B − 2

∴ A = −20, B = 10

したがって

α(n) = −20
(
3
5

)n

+ 10
(
1
2

)n

を用いると， 1⃝− 2⃝より

pn+1 − α(n+ 1) = 7
10

(pn − α(n))

であり，数列 {pn − α(n)}は公比 7
10
，初項 p2 − α(2)の等比数列である．

p2 − α(2) = 5
10

· 4
10

−
{
−20

(
3
5

)2

+ 10
(
1
2

)2
}

= 1
5

+ 36
5

− 5
2

= 49
10

より

pn − α(n) = 49
10

(
7
10

)n−2

= 10
(

7
10

)n

∴ p(n, 2) = 10
(

7
10

)n

− 20
(
3
5

)n

+ 10
(
1
2

)n

……（答）

である．

• 1⃝の一般項を次のようにして求めてもよい．

両辺を
(

7
10

)n+1

で割る，すなわち，
(
10
7

)n+1

を掛けると(
10
7

)n+1

pn+1 =
(
10
7

)n

pn + 2
(
10
7

)n+1 {( 3
5

)n

−
(
1
2

)n}
=

(
10
7

)n

pn + 20
7

{(
6
7

)n

−
(
5
7

)n}
n ≧ 3のとき(

10
7

)n

pn =
(
10
7

)2

p2 +
n−1∑
k=2

20
7

{(
6
7

)k

−
(
5
7

)k
}

=
(
10
7

)2

· 5
10

· 4
10

+ 20
7


(
6
7

)2 1−
(
6
7

)n−2

1− 6
7

−
(
5
7

)2 1−
(
5
7

)n−2

1− 5
7


= 20

49
+ 20

{
36
49

−
(
6
7

)n

− 25
2 · 49 + 1

2

(
5
7

)n}
= 10− 20

(
6
7

)n

+ 10
(
5
7

)n

∴ pn = 10
(

7
10

)n

− 20
(
3
5

)n

+ 10
(
1
2

)n

これは n = 2のときも成り立つ．


