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a1 = 1，an+1 = an
2 +2an (n = 1, 2, · · ·)で定められる数列 {an}を考える．次の

問いに答えよ．ただし，答えはすべて 10進法で答えよ．

(1) bn = an + 1とおく．bn+1 を bn で表し，bn を nを用いて表せ．

(2) bn を 2進法で表したときの桁数を求めよ

(3) an を 2進法で表した数の各位の数の和を求めよ．

(4) cn = b1b2 · · · bnとおく．cnを nを用いて表し，an
2を整数

√
2cnで割ったときの

商と余りを求めよ．
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【答】

(1) bn+1 = bn
2，bn = 22

n−1

(2) 2n−1 + 1

(3) 2n−1

(4) cn = 22
n−1，商は 22

n−1

− 2，余りは 1

【解答】
a1 = 1，an+1 = an

2 + 2an (n ≧ 1)

(1) bn = an + 1とおくと，an = bn − 1であるから，与式は

bn+1 − 1 = (bn − 1)2 + 2(bn − 1)

∴ bn+1 = bn
2 ……（答）

これを繰り返し用いると

bn = (bn−1)
2 = (bn−2)

2×2 = · · · = (b1)

(n−1) 個︷ ︸︸ ︷
2×2× · · · ×2 = (b1)

2n−1

b1 = a1 + 1 = 2 であるから

bn = 22n−1

……（答）

• b1 = 2, bn+1 = bn
2

すべて自然数 nに対して bn > 0であるから，底が 2の対数をとることができる．

log2 b1 = 1 log2 bn+1 = 2 log2 bn

数列 {log2 bn} は初項が 1，公比が 2の等比数列であり

log2 bn = 1 · 2n−1 ∴ bn = 22
n−1

(2) (1)の結果を 2進法で表すと

bn = 22
n−1

= 1 q22n−1

+ 0 q22n−1−1 + ·+ 0 q21 + 0 q20
= 100 · · · 0︸ ︷︷ ︸

2n−1個

(2)

であり，bn の桁数は 2n−1 + 1 である． ……（答）



2

(3) an を 2進法で表すと

an = bn − 1 = 22
n−1

− 1

= 100 · · · 0︸ ︷︷ ︸
2n−1個

(2) − 1(2)

= 111 · · · 1︸ ︷︷ ︸
2n−1個

(2)

であるから，各位の数の和は

1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
2n−1個

= 2n−1 ……（答）

(4) (1)の結果より

cn = b1b2 · · · bn

= 21 q22 q222 q · · · q22n−1

= 21+2+22+···+2n−1

= 2
2n−1
2−1

= 22n−1 ……（答）

ここで
√
2cn =

√
2 q22n−1 =

(
22

n) 1
2 = 22

n· 1
2 = 22

n−1

であり

an
2 =

(
22

n−1

− 1
)2

=
(
22

n−1)2 − 2 q22n−1

+ 1

= 22
n−1(

22
n−1

− 2
)
+ 1

=
√
2cn

(
22

n−1

− 2
)
+ 1

an
2 を

√
2cn で割ったときの

商は 22n−1

− 2, 余りは 1 ……（答）

である．


