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実数 a, b, c に対し，関数 f(x) = x3− 3ax2+ bx+ c を考える．1次関数 g(x) があ

り，f(x) とその導関数 f ′(x) は，すべての x に対し等式 f(x) = f ′(x)g(x) − 6x を

満たしているとする．

(1) b と c を a で表せ．

(2) 3次方程式 f(x) = 0 が異なる 3個の実数解をもつように，a の値の範囲を定めよ．

(19 北海道大 文 4)

【答】

(1) b = 3a2 − 9，c = −a3 + 3a

(2) −
√
3 < a <

√
3

【解答】

(1) f(x) = x3 − 3ax2 + bx+ c

f ′(x) = 3x2 − 6ax+ b

1次関数 g(x)を実数 p, q を用いて

g(x) = px+ q (p \= 0)

と表すと

f ′(x)g(x)− 6x = (3x2 − 6ax+ b)(px+ q)− 6x

= 3px3 + (3q − 6ap)x2 + (bp− 6aq − 6)x+ bq

である．すべての x に対し等式 f(x) = f ′(x)g(x)− 6x を満たしているから

x3 − 3ax2 + bx+ c = 3px3 + (3q − 6ap)x2 + (bp− 6aq − 6)x+ bq

の係数を比較して
x3の係数 : 1 = 3p …… 1⃝
x2の係数 : −3a = 3q − 6ap …… 2⃝
xの係数 : b = bp− 6aq − 6 …… 3⃝
定数項 : c = bq …… 4⃝

1⃝より

p = 1
3

これを 2⃝÷ 3に代入して

−a = q − 2a · 1
3

∴ q = − a
3

3⃝に代入して

b = b · 1
3

− 6a
(
− a

3

)
− 6 ∴ 2

3
b = 2a2 − 6

∴ b = 3a2 − 9 ……（答）

4⃝に代入して

c = (3a2 − 9)
(
− a

3

)
= −a3 + 3a ……（答）
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(2) 「3次方程式 f(x) = 0 が異なる 3つの実数解をもつ…… (∗)」を言いかえると

(∗) ⇐⇒ y = f(x)のグラフが x軸と 3個の共有点をもつ

⇐⇒ f(x)が極大値と極小値をもち，それらの符号が異なる

である．

f ′(x) = 3x2 − 6ax+ (3a2 − 9)

= 3(x2 − 2ax+ a2 − 3)

f ′(x) = 0 を解くと

x · · · a−
√
3 · · · a+

√
3 · · ·

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x)
x = a±

√
3

であり，増減表は右のようになる．
x = a−

√
3, a−

√
3でそれぞれ極大，極小となり f ′(a±

√
3) = 0 であるから，

f(x) = f ′(x)g(x)− 6xに代入すると

f(a±
√
3) = −6(a±

√
3) (複号同順)

である．

(極大値)× (極小値) = f(a−
√
3)f(a+

√
3)

= 36(a−
√
3)(a+

√
3) < 0

より，求める a の値の範囲は

−
√
3 < a <

√
3 ……（答）

• 等式 f(x) = f ′(x)g(x) − 6x において，g(x) と −6x は 3 次式 f(x) を 2 次式 f ′(x)

で割ったときのそれぞれ商と余りである．


