
1

xy 平面において，放物線 C : y = − 1
2
x2 の 2つの接線 l1, l2 が点 P において直

交するとする．ただし，l1 の傾きは l2 の傾きより大きいとする．

(1) 点 P の x 座標を a とするとき，接線 l1, l2 の傾きをそれぞれ求めよ．

(2) 放物線 C と接線 l1, l2 の接点をそれぞれ Q1, Q2 とする．△PQ1Q2 の面積が 8

となるような点 P の座標をすべて求めよ．

(19 東北大 後 経 2)

【答】

(1) (l1の傾き) = −a+
√
a2 + 1，(l2の傾き) = −a−

√
a2 + 1

(2)
(
±
√
3, 1

2

)
【解答】

(1) Q1，Q2 の定義は (2)の通りとして l2 l1

a

Q2

Q1

P

α β

R

x

y

O

Q1

(
α, − α2

2

)
, Q2

(
β, − β2

2

)
とする．このとき，y′ = −xより，l1 の方程式は

y = −α(x− α)− α2

2

y = −αx+ α2

2
…… 1⃝

同様にして，l2 の方程式は

y = −βx+
β2

2
…… 2⃝

「 1⃝かつ 2⃝」を α < β のもとで解くと

x =
α+ β

2
, y = − αβ

2
…… 3⃝

であり，これは l1, l2 の交点 Pの座標である．(Pの x座標) = a かつ l1 ⊥ l2 より
α+ β

2
= a

(−α)(−β) = −1
∴

{
α+ β = 2a

αβ = −1
…… 4⃝

したがって，α, β (α < β) は

t2 − 2at− 1 = 0

の解であり

(α, β) =
(
a−

√
a2 + 1, a+

√
a2 + 1

)
…… 5⃝

である．よって

(l1の傾き) = −α = −a +
√

a2 + 1 ……（答）

(l2の傾き) = −β = −a −
√

a2 + 1 ……（答）



2

(2) 3⃝， 4⃝より

P
(
a, 1

2

)
また，直線 Q1Q2 の方程式は

y =
− 1

2
(β2 − α2)

β − α
(x− α)− α2

2

= − α+ β
2

(x− α)− α2

2

= − α+ β
2

x+
αβ
2

= −ax− 1
2

(∵ 4⃝)

であり，直線 Q1Q2 と直線 x = a との交点を Rとすると

R
(
a, −a2 − 1

2

)
∴ PR = a2 + 1

したがって，△PQ1Q2 の面積 S は

S = 1
2
(β − α)PR

= 1
2

· 2
√

a2 + 1 · (a2 + 1) (∵ 5⃝)

= (
√

a2 + 1)3

よって，S = 8となるのは√
a2 + 1 = 2 ∴ a = ±

√
3

このとき

P
(
±
√
3, 1

2

)
……（答）

である．

• S の計算は次のようにしてもよい
−−→
PQ1 =

(
α− a, − α2

2
− 1

2

)
,

−−→
PQ2 =

(
β − a, − β2

2
− 1

2

)
であるから

S = 1
2

(α− a)

(
− β2

2
− 1

2

)
− (β − a)

(
− α2

2
− 1

2

)
= 1

2
a
β2 − α2

2
− αβ2

2
− α

2
+

α2β
2

+
β
2

=
β − α

2

a(α+ β)

2
− αβ

2
+ 1

2

=
√

a2 + 1 a2 + 1 (∵ 4⃝)

= (
√

a2 + 1)3

• 線分 Q1Q2 と放物線で囲まれた部分の面積は 1
2

(β − α)3

6
(公式)，接線 l1，l2 と放物

線で囲まれた部分の面積は 1
2

(β − α)3

12
(準公式，証明してから使う)であるから

S = 1
2

(β − α)3

6
+ 1

2

(β − α)3

12
=

(β − α)3

8
=

(2
√
a2 + 1)3

8
= (

√
a2 + 1)3


