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以下の問いに答えよ．

(1) n を 3以上の整数，x を正の実数とする．このとき

(a) 不等式

(1 + x)n > 1 + nx+
n(n− 1)

2
x2

を証明せよ．

(b) 極限

lim
n→∞

n
(1 + x)n

の収束，発散を調べ，収束するときにはその値を求めよ．

(2) 数列 {an} を

a1 = 1, 3an+1 = an + 1
2n+1 (n = 1, 2, 3, · · ·)

で定義する．

(a) {an} の一般項を求めよ．
(b) 上で求めた an に対して，無限級数

∞∑
n=1

nan

の収束，発散を調べ，収束するときにはその和を求めよ．

(19 浜松医大 1)

【答】

(1) (a) 略 (b) 0に収束する

(2) (a) an = 1
2n

+ 1
2

(
1
3

)n−1

(b) 25
8
に収束する

【解答】

(1) (a) nは 3以上の整数より，二項定理で展開すると

(1 + x)n = nC0 + nC1x+ nC2x
2 + · · ·+ nCnx

n

> nC0 + nC1x+ nC2x
2 (∵ n ≧ 3, x > 0)

= 1 + nx+
n(n− 1)

2
x2

よって，(1 + x)n > 1 + x+
n(n− 1)

2
xは成り立つ． …… (証明終わり)

• nを 3以上の整数として，f(x) = (1 + x)n −
{
1 + nx+

n(n− 1)

2
x2

}
(x > 0) と

おき，微分法を利用して，f(x) > 0を示してもよい．
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(b) n ≧ 3, x > 0より，(1 + x)n > 1 + nx+
n(n− 1)

2
x2 > 0であるから

0 < n
(1 + x)n

< n

1 + x+
n(n− 1)

2
x2

< n
n(n− 1)

2
x2

= 2
(n− 1)x2

lim
n→∞

2
(n− 1)x2 = 0であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

n
(1 + x)n

は 0に収束する． ……（答）

(2) 3an+1 = an + 1
2n+1 …… 1⃝

(a) 1⃝の辺々を 3で割ると

an+1 = 1
3
an + 1

3 · 2n+1 …… 1⃝′

すべての自然数 nに対して

α(n+ 1) = 1
3
α(n) + 1

3 · 2n+1 …… 2⃝

を満たす α(n)をみつける．α(n) = A
2n
とおくと

A
2n+1 = 1

3
A
2n

+ 1
3 · 2n+1

3A = 2A+ 1 ∴ A = 1 ∴ α(n) = 1
2n

このとき， 1⃝′ − 2⃝より

an+1 − α(n+ 1) = 1
3
(an − α(n))

数列 {an − α(n)}は公比 1
3
，初項 a1 − α(1) = 1− 1

2
= 1

2
の等比数列であるから

an − α(n) = 1
2

(
1
3

)n−1

∴ an = 1
2n + 1

2

(
1
3

)n−1

(n ≧ 1) ……（答）

• 1⃝の辺々に 2n+1

3
を掛けて

2n+1an+1 = 2
3

· 2nan + 1
3

これを

2n+1an+1 − 1 = 2
3
(2nan − 1)

と変形して

2nan − 1 = (2a1 − 1)
(
2
3

)n−1

= (2 · 1− 1)
(
2
3

)n−1

=
(
2
3

)n−1

∴ an = 1
2n

+ 1
2

(
1
3

)n−1
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(b)
∞∑

n=1

nan = lim
N→∞

N∑
n=1

nan = 1
2

lim
N→∞

N∑
n=1

n

{(
1
2

)n−1

+
(
1
3

)n−1
}

…… 3⃝

SN =
N∑

n=1

nrn−1 (r \= 1)とおく．

SN = 1 + 2r + 3r2 + · · ·+NrN−1

rSN = r + 2r2 + · · ·+ (N − 1)rN−1 +NrN

差をとると

(1− r)SN = 1 + r + r2 + · · ·+ rN−1 −NrN

= 1− rN

1− r
−NrN (∵ r \= 1)

∴ SN = 1− rN

(1− r)2
− NrN

1− r

r = 1
2
, 1

3
のとき

lim
N→∞

rN = 0

また，0 < r < 1のとき 1
r

> 1であり， 1
r

= 1 + xとなる正の実数 xが存在するから

lim
N→∞

NrN = lim
N→∞

N
(1 + x)N

= 0 (∵ (1)(b))

である．したがって

lim
N→∞

SN = 1
(1− r)2

であり

∞∑
n=1

nan = 1
2

{
1(

1− 1
2

)2 + 1(
1− 1

3

)2

}
= 1

2

(
4 + 9

4

)
= 25

8

∞∑
n=1

nan は 25
8
に収束する ……（答）

• すべての自然数 nに対して

nrn−1 = β(n+ 1)− β(n)

を満たす β(n)をみつける．β(n) = (pn+ q)rn−1 とおくと

nrn−1 = {p(n+ 1) + q}rn − (pn+ q)rn−1

nrn−1 = {(pr − p)n+ pr + qr − q}rn−1{
(r − 1)p = 1

pr + (r − 1)q = 0

∴ p = 1
r − 1

, q = − r
(r − 1)2



4

したがって

N∑
n=1

nan =
N∑

n=1

{β(n+ 1)− β(n)}

= β(N + 1)− β(1)

= {p(N + 1)− q}rN − (p+ q)

= pNrN + (p− q)rN − (p+ q)

r = 1
2
, 1

3
のとき

lim
N→∞

rN = 0, lim
N→∞

NrN = 0 (∵ (1)(b))

であるから

lim
N→∞

SN = −(p+ q) = 1
1− r

+ r
(1− r)2

= 1
(1− r)2

以下，【解答】と同じ．


