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a を実数とし，数列 {xn} を次の漸化式によって定める．

x1 = a, xn+1 = xn + xn
2 (n = 1, 2, 3, · · ·)

(1) a > 0 のとき，数列 {xn} が発散することを示せ．
(2) −1 < a < 0 のとき，すべての正の整数 n に対して −1 < xn < 0 が成り立つこ

とを示せ．

(3) −1 < a < 0 のとき，数列 {xn} の極限を調べよ．
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【答】

(1) 略
(2) 略
(3) lim

n→∞
xn = 0

【解答】
x1 = a,

xn+1 = xn + xn
2 …… 1⃝

(1) 1⃝より

xn+1 − xn = xn
2 ≧ 0

∴ xn+1 ≧ xn

{xn}は非減少な数列であり，xn ≧ x1 = a > 0であるから

xn+1 − xn = xn
2 ≧ a2

n ≧ 2のとき

n−1∑
k=1

(xk+1 − xk) ≧
n−1∑
k=1

a2

xn − x1 ≧ (n− 1)a2

x1 = aより

xn ≧ a+ (n− 1)a2

a \= 0より， lim
n→∞

{a+ (n− 1)a2} = ∞であり

lim
n→∞

xn = ∞

である．よって，数列 {xn} は発散する． …… (証明終わり)

• 背理法で示すこともできる．
数列 {xn}が極限値 αに収束すると仮定すると， 1⃝より

α = α+ α2 ∴ α = 0

一方， 1⃝より

xn+1 − xn = xn
2 ≧ 0

∴ xn+1 ≧ xn
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{xn}は非減少な数列であるから

xn ≧ xn−1 ≧ · · · ≧ x1 = a

∴ α = lim
n→∞

xn ≧ a > 0

これは不合理である．よって，数列 {xn} は発散する．

(2) −1 < a < 0のとき，すべての正の整数 n に対して「−1 < xn < 0 …… (∗)」が成り立つ
ことを数学的帰納法で示す．

( i ) n = 1のとき
x1 = aかつ −1 < a < 0より，−1 < x1 < 0であり，n = 1のとき (∗)は成り立つ．

(ii) n = k での成立を仮定し

xk+1 = xk
2 + xk =

(
xk + 1

2

)2

− 1
4

がとる値の範囲を求める．f(xk) = xk
2 + xk (−1 < xk < 0)とおくと

f
(
− 1

2

)
≦ f(xk) < f(0)(= f(−1))

− 1
4

≦ f(xk) < 0

したがって，− 1
4

≦ xk+1 < 0であり，n = k + 1のときも (∗)は成り立つ．

( i )，(ii)より，すべての正の整数 nに対して (∗)は成り立つ． …… (証明終わり)

(3) −1 < a < 0のとき，(2)より xn+1, xn, xn + 1はどれも 0でない． 1⃝の逆数をとると
1

xn+1
= 1

xn(1 + xn)
= 1

xn
− 1

xn + 1

−1 < xn < 0より 0 < xn + 1 < 1，すなわち， 1
xn + 1

> 1であるから

1
xn+1

< 1
xn

− 1

∴ 1
xn+1

− 1
xn

< −1

n ≧ 2のとき

n−1∑
k=1

(
1

xk+1
− 1

xk

)
<

n−1∑
k=1

(−1)

1
xn

− 1
x1

< −(n− 1)

x1 = aより

1
xn

< 1
a

− (n− 1)

lim
n→∞

{
1
a

− (n− 1)
}
= −∞より， lim

n→∞
1
xn

= −∞であり

lim
n→∞

xn = 0 ……（答）

である．

• 次のように解いてもよい．
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1⃝より

xn+1 − xn = xn
2

n∑
k=1

(xk+1 − xk) =
n∑

k=1

xk
2

∴ xn+1 − x1 =
n∑

k=1

xk
2 …… ア⃝

(2)の結果と数列 {xn}は非減少な数列であることより

− 1 < x1 ≦ x2 ≦ · · · ≦ xn ≦ xn+1 < 0 …… イ⃝

∴ 1 > x1
2 ≧ x2

2 ≧ · · · ≧ xn
2 > 0 …… ウ⃝

ア⃝， イ⃝， ウ⃝より

xn+1 − x1 ≧
n∑

k=1

xn
2 = nxn

2

nxn
2 ≦ xn+1 − x1 < 0− (−1) = 1

であり

0 < xn
2 < 1

n

が成り立つ． lim
n→∞

1
n

= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

xn
2 = 0 ∴ lim

n→∞
xn = 0

である．


