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t を 0 < t < 1 を満たす実数とする．0, 1
t
以外のすべての実数 x で定義された

関数

f(x) = x+ t
x(1− tx)

を考える．

(1) f(x) は極大値と極小値を 1つずつもつことを示せ．

(2) f(x) の極大値を与える x の値を α，極小値を与える x の値を β とし，座標平面

上に 2点 P(α, f(α))，Q(β, f(β)) をとる．t が 0 < t < 1 を満たしながら変化す

るとき，線分 PQ の中点 M の軌跡を求めよ．

(19 北海道大 理 3)

【答】

(1) 略

(2) y = 2x2 + 1 (−1 < x < 0)

【解答】

(1) f(x) = x+ t
x(1− tx)

f ′(x) =
1 · x(1− tx)− (x+ t)(1− 2tx)

x2(1− tx)2

=
(x− tx2) + (2tx2 + (2t2 − 1)x− t)

x2(1− tx)2

=
t(x2 + 2tx− 1)

x2(1− tx)2

g(x) = x2 + 2tx− 1とおくと，x2(1− tx)2 > 0かつ 0 < t < 1 であることから，f ′(x) の
符号は g(x) の符号と一致する．g(x) = 0の判別式を D とすると

D
4

= t2 + 4 > 0

であり，g(x) = 0は異なる 2つの実数解 α, β (α < β)をもつ．ここで，

g(0) = −1 < 0, g
(
1
t

)
= 1

t2
+ 1 > 0

であるから α, β \= 0, 1
t
であり，α < 0 < β < 1

t
である．f(x) の増減表は下のように

なる．

x · · · α · · · 0 · · · β · · · 1
t

· · ·

f ′(x) + 0 − − 0 + +

f(x)

よって，f(x) は極大値と極小値を 1つずつもち，x = αで極大，x = β で極小となる．
…… (証明終わり)
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• g(x) = 0の 2解の積は −1であるから，g(x) = 0は負の解 αと正の解 β をもつ．さ

らに，g
(
1
t

)
= 1

t2
+ 1 > 0であり，α < 0 < β < 1

t
である．

(2) 極大点 P(α, f(α))，極小点 Q(β, f(β))の中点Mの座標を (x, y)とおく．解と係数の関
係から

α+ β = −2t, αβ = −1

であるから

x =
α+ β

2
= −2t

2
= −t …… 1⃝

y =
f(α) + f(β)

2

= 1
2

{
α+ t

α(1− tα)
+

β + t
β(1− tβ)

}
=

(α+ t) · β(1− tβ) + (β + t) · α(1− tα)

2αβ(1− tα)(1− tβ)

=
β{α+ (1− αβ)t− βt2}+ α{β + (1− αβ)t− αt2}

2αβ{1− (α+ β)t+ αβt2}

=
2αβ + {α+ β − αβ(α+ β)}t− (α2 + β2)t2

2αβ{1− (α+ β)t+ αβt2}

=
2αβ + {α+ β − αβ(α+ β)}t− {(α+ β)2 − 2αβ}t2

2αβ{1− (α+ β)t+ αβt2}

=
−2 + (−2t− 2t)t− (4t2 + 2)t2

−2(1 + 2t2 − t2)

= −2− 6t2 − 4t4

−2(1 + t2)

=
(2t2 + 1)(t2 + 1)

t2 + 1

= 2t2 + 1 …… 2⃝

である．
Mの軌跡は「 1⃝ かつ 2⃝ かつ 0 < t < 1」をみたす tが存在するような点 (x, y)の集合
であり

1⃝かつ 2⃝かつ 0 < t < 1 ⇐⇒


t = −x

y = 2(−x)2 + 1

0 < −x < 1

であるから，求める軌跡は

y = 2x2 + 1 (−1 < x < 0) ……（答）

である．

• y 座標の求め方を工夫する．
α, β は g(x) = 0 をみたす x の値であり

t = 1− α2

2α
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であるから

α+ t
α(1− tα)

=
α+ 1− α2

2α

α

(
1− 1− α2

2α
α

) = 1 + α2

α(α+ α3)
= 1

α2

同じく

β + t
β(1− tβ)

= 1
β2

であるから

y = 1
2

{
α+ t

α(1− tα)
+

β + t
β(1− tβ)

}
= 1

2

(
1
α2 + 1

β2

)
=

(α+ β)2 − 2αβ

2α2β2 =
(−2t)2 − 2 · (−1)

2(−1)2

= 2t2 + 1


