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以下の問いに答えなさい．

(1) t = tanx と置換することで，不定積分∫
dx

sinx cosx

を求めなさい．

(2) n を自然数とするとき，関数 cosx
sinn x

の導関数を求めなさい．

(3) n を 3以上の自然数とするとき，∫
dx

sinn x cosx
= − 1

(n− 1) sinn−1 x
+

∫
dx

sinn−2 x cosx

が成り立つことを証明しなさい．

(4) 定積分 ∫ π
3

π
6

dx
sin3 x cosx

の値を求めなさい．
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【答】

(1) log | tanx|+ C (C は積分定数)

(2) n− 1
sinn−1 x

− n
sinn+1 x

(3) 略

(4) 4
3

+ log 3

【解答】

(1) t = tanx と置換すると dt = 1
cos2 x

dxであり∫
dx

sinx cosx
=

∫
cosx
sinx

· 1
cos2 x

dx =

∫
1
t
dt = log |t|+ C

= log | tanx| + C (C は積分定数) ……（答）

(2) nは自然数より(
cosx
sinn x

)′
= − sinx · sinn x− cosx · n sinn−1 x · cosx

sin2n x

= − 1
sinn−1 x

− n cos2 x
sinn+1 x

= − 1
sinn−1 x

− n(1− sin2 x)

sinn+1 x

=
n − 1

sinn−1 x
− n

sinn+1 x
……（答）
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(3)

∫
dx

sinn x cosx
= − 1

(n− 1) sinn−1 x
+

∫
dx

sinn−2 x cosx

を示すためには∫
dx

sinn x cosx
−
∫

dx
sinn−2 x cosx

= − 1
(n− 1) sinn−1 x

+C (Cは積分定数)

が成り立つことを示せばよい．∫
dx

sinn x cosx
−

∫
dx

sinn−2 x cosx

=

∫
1− sin2 x
sinn x cosx

dx

=

∫
cosx
sinn x

dx

=

∫
(sinx)−n(sinx)′dx

=
(sinx)−n+1

−n+ 1
+ C (C は積分定数)

=− 1
(n− 1) sinn−1 x

+ C

よって，示された． …… (証明終わり)

•
∫

dx
sinn x cosx

=

∫
cos2 x+ sin2 x
sinn x cosx

dx

=

∫
cosx
sinn x

dx+

∫
dx

sinn−2 x cosx
dx

=

∫
(sinx)′

sinn x
dx+

∫
dx

sinn−2 x cosx

= − 1
(n− 1) sinn−1 x

+

∫
dx

sinn−2 x cosx

• (2)の利用を考えて， cosx
sinn x

をつくり出す．In =

∫
dx

sinn x cosx
とおくと

In =

∫
cosx

sinn x cos2 x
dx

=

∫
cosx
sinn x

(tanx)′ dx

= cosx
sinn x

· tanx−
∫ (

cosx
sinn x

)′
tanx dx

= 1
sinn−1 x

−
∫ (

n− 1
sinn−1 x

− n
sinn+1 x

)
tanx dx (∵ (2))

= 1
sinn−1 x

− ((n− 1)In−2 − nIn)

整理すると

(n− 1)In = − 1
sinn−1 x

+ (n− 1)In−2



3

∴ In = − 1
(n− 1) sinn−1 x

+ In−2

= − 1
(n− 1) sinn−1 x

+

∫
dx

sinn−2 x cosx

(4) (1)，(3)を用いる．∫ π
3

π
6

dx
sin3 x cosx

=

[
− 1

2 sin2 x

]π
3

π
6

+

∫ π
3

π
6

dx
sinx cosx

(∵ (3))

=− 1

2 · 3
4

+ 1

2 · 1
4

+

[
log | tanx|

]π
3

π
6

(∵ (1))

=− 2
3

+ 2 + log
√
3− log 1√

3

= 4
3

+ log 3 ……（答）


