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(1) 次の等式が成り立つことを示せ．∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 1

0

sin2(πx) dx = 1
2

(2) 次の等式を満たす関数 f(x) を求めよ．

(1 + ex)f(x) = sin2(πx) +

∫ 1

−1

(ex − et + 1)f(t) dt

(19 東北大 理系 5)

【答】

(1) 略

(2) f(x) = 1
1 + ex

{
sin2(πx)− e2 − e− 1

2(e2 − 2e− 1)

}
+ e

2(e2 − 2e− 1)

【解答】

(1) I =

∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dxとおく．

I =

∫ 0

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx+

∫ 1

0

sin2(πx)

1 + ex
dx

第 1項において，x = −tと置換すると

dx = −dt
x −1 −→ 0

t 1 −→ 0∫ 0

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 0

1

sin2(−πt)

1 + e−t (−1) dt

=

∫ 1

0

et sin2(πt)

et + 1
dt

=

∫ 1

0

ex sin2(πx)

ex + 1
dx

したがって

I =

∫ 1

0

ex sin2(πx)

ex + 1
dx+

∫ 1

0

sin2(πx)

1 + ex
dx

=

∫ 1

0

(ex + 1) sin2(πx)

ex + 1
dx

=

∫ 1

0

sin2(πx) dx

また ∫ 1

0

sin2(πx) dx =

∫ 1

0

1− cos(2πx)

2
dx =

[
x
2

− sin(2πx)

4π

]1

0

= 1
2

以上より ∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 1

0

sin2(πx) dx = 1
2

…… (証明終わり)

が成り立つ．
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• 第 1の等号については，偶関数，奇関数に着目して，処理することもできる．
sin2(πx)は偶関数であり∫ 1

0

sin2(πx) dx = 1
2

∫ 1

−1

sin2(πx) dx

が成り立つ．これより∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx−

∫ 1

0

sin2(πx) dx

=

∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx− 1

2

∫ 1

−1

sin2(πx) dx

= 1
2

∫ 1

−1

1− ex

1 + ex
sin2(πx) dx

g(x) = 1− ex

1 + ex
sin2(πx)とおくと

g(−x) = 1− e−x

1 + e−x sin2(−πx) = ex − 1
ex + 1

sin2(πx) = −g(x)

g(x)は奇関数であり
∫ 1

−1

g(x) dx = 0であるから

∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx−

∫ 1

0

sin2(πx) dx = 0

∴
∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 1

0

sin2(πx) dx

(2) 与式を変形すると

(1 + ex)f(x) = sin2(πx) +

∫ 1

−1

(ex − et + 1)f(t) dt

= sin2(πx) + (ex + 1)

∫ 1

−1

f(t) dt−
∫ 1

−1

etf(t) dt∫ 1

−1

f(t) dt，
∫ 1

−1

etf(t) dtは定数であるから，A =

∫ 1

−1

f(t) dt，B =

∫ 1

−1

etf(t) dtとおくと

(1 + ex)f(x) = sin2(πx) +A(ex + 1)−B

∴ f(x) =
sin2(πx)

1 + ex
+A− B

1 + ex

これより

A =

∫ 1

−1

{
sin2(πt)

1 + et
+A− B

1 + et

}
dt,

B =

∫ 1

−1

et
{

sin2(πt)

1 + et
+A− B

1 + et

}
dt
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である．ここで∫ 1

−1

sin2(πt)

1 + et
dt = 1

2
(∵ (1))∫ 1

−1

et sin2(πt)

1 + et
dt =

∫ −1

1

e−x sin2(−πx)

1 + e−x (−1) dx (t = −x とおいた)

=

∫ 1

−1

sin2(πx)

ex + 1
dx = 1

2
(∵ (1))∫ 1

−1

dt =

[
t

]1

−1

= 2 …… 1⃝

∫ 1

−1

etdt =

[
et
]1

−1

= e− 1
e∫ 1

−1

et

1 + et
dt =

[
log(1 + et)

]1

−1

= log(1 + e)− log
(
1 + 1

e

)
= 1 …… 2⃝

∫ 1

−1

1
1 + et

dt =

∫ −1

1

1
1 + e−u (−1)du (t = −u とおいた)

=

∫ 1

−1

eu

eu + 1
du = 1 (∵ 2⃝)

であり 
A = 1

2
+ 2A−B

B = 1
2

+A
(
e− 1

e

)
−B

∴

A−B = − 1
2

e2 − 1
e

A− 2B = − 1
2

∴ A = e
2(e2 − 2e− 1)

, B = e2 − e− 1
2(e2 − 2e− 1)

f(x) =
sin2(πx)−B

1 + ex
+Aより

f(x) = 1
1 + ex

{
sin2(πx) − e2 − e − 1

2(e2 − 2e − 1)

}
+ e

2(e2 − 2e − 1)
……（答）

である．


