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関数 f(x)は閉区間 [0, π]で連続であり，0 ≦ x < y ≦ π ならばつねに f(x) ≦ f(y)

が成り立つとする．以下の問いに答えなさい．

(1) 自然数 n に対し，不等式

n−1∑
k=0

f
(
π
n
k
)∫ π

n (k+1)

π
nk

| sinnx| dx ≦
∫ π

0

f(x)| sinnx| dx

≦
n−1∑
k=0

f
(
π
n
(k + 1)

)∫ π
n (k+1)

π
nk

| sinnx| dx

が成り立つことを示しなさい．

(2) 自然数 n と整数 k に対し，定積分∫ π
n (k+1)

π
nk

| sinnx| dx

を求めなさい．

(3) an =

∫ π

0

f(x)| sinnx| dx

で定まる数列 {an} が収束することを示しなさい．

(19 首都大学東京 理 5)

【答】

(1) 略

(2) 2
n

(3) 略

【解答】

(1) π
n
k = xk (k = 0, 1, · · · , n− 1) とおく．xk ≦ x ≦ xk+1 のとき，条件より

f(xk) ≦ f(x) ≦ f(xk+1)

が成り立つから

f(xk)| sinnx| ≦ f(x)| sinnx| ≦ f(xk+1)| sinnx|
である．したがって
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(xk)| sinnx| dx ≦
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(x)| sinnx| dx ≦
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(xk+1)| sinnx| dx

∴
n−1∑
k=0

f(xk)

∫ xk+1

xk

| sinnx| dx ≦
∫ π

0

f(x)| sinnx| dx ≦
n−1∑
k=0

f(xk+1)

∫ xk+1

xk

| sinnx| dx

となる．これは求める不等式である． …… (証明終わり)

(2) Ik =

∫ xk+1

xk

| sinnx| dx とおく．xk ≦ x ≦ xk+1 では，πk ≦ nx ≦ π(k + 1) であり

| sinnx| =

{
sinnx (k は偶数)

− sinnx (k は奇数)
= (−1)k sinnx
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であるから

Ik = (−1)k
∫ xk+1

xk

sinnx dx

= (−1)k
[
− cosnx

n

]xk+1

xk

=
(−1)k+1

n
{cos(k + 1)π − cos kπ}

=
(−1)k+1

n
{(−1)k+1 − (−1)k}

= 2
n

……（答）

(3) an =

∫ π

0

f(x)| sinnx| dx

について，(1) の不等式と (2) の結果により

n−1∑
k=0

f(xk) · 2
n

≦ an ≦
n−1∑
k=0

f(xk+1) · 2
n

が成り立つ．f(x) が [0, π] で連続であることにより

lim
n→∞

n−1∑
k=0

f(xk) · 2
n

= 2 lim
n→∞

n−1∑
k=0

f
(
π
n
k
)
· 1
n

= 2

∫ 1

0

f(πx) dx,

lim
n→∞

n−1∑
k=0

f(xk+1) · 2
n

= 2 lim
n→∞

n−1∑
k=0

f
(
k + 1
n

π
)
· 1
n

= 2

∫ 1

0

f(πx) dx

はさみうちの原理より，{an} は収束し

lim
n→∞

an = 2

∫ 1

0

f(πx) dx

である． …… (証明終わり)

• lim
n→∞

an = 2
π

∫ π

0

f(x) dx でもよい．


