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座標平面において，

x = sin t, y = cos t− sin t (0 ≦ t ≦ 2π)

で表される曲線を C1 とし，x 軸に関して C1 と対称な曲線を C2とする．C1 で囲ま

れる図形と C2 で囲まれる図形の共通部分の面積 S を求めよ．
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【答】 π
2

【解答】
x(t) = sin t, y(t) = cos t− sin t とおく．

x(t+ π) = sin(t+ π) = − sin t = −x(t)
y(t+ π) = cos(t+ π)− sin(t+ π) = −(cos t− sin t) = −y(t)

であり，曲線 C1 の π ≦ t ≦ 2π の部分は，0 ≦ t ≦ π の部分を原点に関して対称移動させた
ものに等しい．

x′(t) = cos t,

y′(t) = − sin t− cos t = −
√
2 sin

(
t+ π

4

)
0 < t < π の範囲で

x′(t) = 0 となるのは t = π
2
，y′(t) = 0 となるのは t = 3

4
π

であり，0 ≦ t ≦ π における増減表は次のようになる．
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t 0 · · · π
2
· · · 3

4
π · · · π

x′(t) + 0 − − −

x(t) 0 → 1 ← 1√
2
← 0

y′(t) − − − 0 +

y(t) 1 ↓ −1 ↓ −
√
2 ↑ −1

したがって，曲線 C1 の概形は右の図の太線のようになる．
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曲線 C2 は曲線 C1 を x 軸に関して対称移動した曲線であるか
ら，求める面積 S は右の図の斜線部分の面積の 4倍となる．
よって

S = 4

∫ 1√
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y dx = 4
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∫ π
4

0

(
1 + cos 2t

2
− 1

2
sin 2t

)
dt
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……（答）
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• 曲線 C1 を y = f(x)の形で表す．

(∗)

{
x = sin t

y = cos t− sin t
⇐⇒

{
sin t = x

y = cos t− x
⇐⇒

{
sin t = x

cos t = x+ y

曲線 C1 は (∗)を満たす t (0 ≦ t ≦ 2π)が存在するような点 (x, y)の集合であるから

x2 + (x+ y)2 = 1

∴ y = −x±
√

1− x2

である．曲線 y = −x+
√
1− x2 と曲線 y = −x−

√
1− x2 は原点に関して対称である

から，曲線 C1 を図示するには曲線 y = −x+
√
1− x2 (−1 ≦ x ≦ 1)を調べればよい．

y′ = −1− x√
1− x2

=
−
√
1− x2 − x√
1− x2

y′ = 0 となるのは
x −1 · · · − 1√

2
· · · 1

y′ + 0 −

y 1
√
2 −1

√
1− x2 = −x ⇐⇒

{
1− x2 = x2

x ≦ 0

∴ x = − 1√
2

であり，y の増減は表のようになる．
C2 は C1 を x軸に関して対称移動した曲線である

1√
2

−1

1

√
2

− 1√
2

1

−1

C1 C2

y = −x

y = x

x

y

O

から

y = x∓
√

1− x2

である．
C1 と C2 を合わせたグラフは右図のようになる．
C1 と C2 の両方で囲まれる図形は x 軸，y 軸に関

して対称であるから，この図形の面積 S は x ≧ 0 か
つ y ≧ 0 の部分 (斜線部分)の面積の 4倍である．
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S = 4
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√
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