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右図は

−1 1

−1

A

B

O

{
x = sin 8θ

y = sin 6θ
(0 ≦ θ ≦ π)

で表されるリサージュ曲線 Lで，右図の実線部分は点

A(0, 1)を通る曲線Lの一部である．また，点B(0, β)

(−1 < β < 0)は L上の点である．

点 A では θ =
ア

イ
π であり，B では小さい順に

θ =
ウ

エ
π,

オ

カ
πで，β =

キ
√
ク

ケ
である．

実線で囲まれた図形のうち x ≧ 0となる部分の面積は，x(θ) = sin 8θ, y(θ) = sin 6θ

とすると ∫ 1

β

x dy =

∫ t

b

コ (sin サ θ + sin シス θ) dθ

と表すことができる．ここで b =
セ

ソ
π, t =

ア

イ
πである．

よって実線で囲まれた図形全体の面積は
タチ

√
ツ

テ
である．

(19 順天堂大 医 1(3))

【答】
ア

3

イ

4

ウ

5

エ

8

オ

7

カ

8

キ

−

ク

2

ケ

2

コ

3

サ

2

シス

14

セ

7

ソ

8

タチ

12

ツ

2

テ

7

【解答】
A，Bはともに y 軸上にあるから，まずは x = 0を満たす θ (0 ≦ θ ≦ π)の値を求める．

sin 8θ = 0 (0 ≦ θ ≦ π)

∴ 8θ = 0, π, 2π, 3π, 4π, 5π, 6π, 7π, 8π

∴ θ = 0, π
8
, π

4
, 3π

8
, π

2
, 5π

8
, 3π

4
, 7π

8
, π

このときの y の値は下表となる．

θ 0 π
8

π
4

3π
8

π
2

5π
8

3π
4

7π
8

π

6θ 0 3π
4

3π
2

9π
4

3π 15π
4

9π
2

21π
4

6π

y 0

√
2
2

−1

√
2
2

0 −
√
2
2

1 −
√
2
2

0

したがって，A(0, 1)を与える θ の値は

θ = 3
4
π ……（答）



2

であり，B(0, β)(−1 < β < 0) に対応する θ の値は

θ = 5
8
π, 7

8
π ……（答）

で

β =
−
√
2

2
……（答）

である．
x = sin 8θ の符号は

−1 1

A

B(θ = 5
8
π)

(θ = 3
4
π)

(θ = 7
8
π)

O

5π
8

≦ θ ≦ 3π
4
のとき x ≦ 0，

3π
4

≦ θ ≦ 7π
8
のとき x ≧ 0

であるから，実線で囲まれた図形のうち x ≧ 0 となる部分
の面積 S は

S =

∫ 1

β

x dy =

∫ 3
4
π

7
8
π

x
dy
dθ

dθ

であり，b = 7
8
π，t = 3

4
π とおくと ……（答）

S =

∫ t

b

sin 8θ · 6 cos 6θ dθ

=

∫ t

b

6 · 1
2
{sin(8θ + 6θ) + sin(8θ − 6θ)} dθ

=

∫ t

b

3(sin2θ + sin14θ) dθ ……（答）

と表すことができる．
複号同順として計算すると

x
(
3
4
π ± θ

)
= sin 8

(
3
4
π ± θ

)
= sin (6π ± 8θ) = ± sin 8θ,

y
(
3
4
π ± θ

)
= sin 6

(
3
4
π ± θ

)
= sin

(
9
2
π ± 6θ

)
= cos 6θ

が成り立つからx
(
3
4
π + θ

)
= −x

(
3
4
π − θ

)
y
(
3
4
π + θ

)
= y

(
3
4
π − θ

)
であり，実線で囲まれた図形は y 軸に関して対称である．
よって実線で囲まれた図形全体の面積は

2S = 6

∫ 3
4
π

7
8
π

(sin 2θ + sin 14θ) dθ

= 6
[
− cos 2θ

2
− cos 14θ

14

] 3
4
π

7
8
π

= 3
[
cos 2θ + cos 14θ

7

] 7
8
π

3
4
π

= 3

{( √
2
2

− 0

)
+ 1

7

( √
2
2

− 0

)}
=

12
√
2

7
……（答）

である．


