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座標平面において線分 L : y = x (0 ≦ x ≦ 1)，曲線 C : y = x2−x+1 (0 ≦ x ≦ 1)

および y 軸で囲まれた図形を D とする．以下の問いに答えよ．

(1) C 上の点 P
(
t, t2 − t+ 1

)
から L に下ろした垂線と L の交点を Q とする．線分

OQ の長さ u を t で表せ．ただし O は原点とする．

(2) (1) の P，Q について線分 PQ の長さを t を用いて表せ．

(3) 図形 D を直線 y = x のまわりに 1回転してできる立体の体積を求めよ．

(19 岡山大 理系 4)

【答】

(1) u = t2 + 1√
2

(2) PQ =
(t− 1)2√

2

(3)

√
2

10
π

【解答】

(1) 図形 D は右図の斜線部分である．
y = x2 − x+ 1

1

1
y = x

P

Q

x

y

O

P
(
t, t2 − t+ 1

)
を通り L : y = x …… 1⃝と垂直な

直線の方程式は

y = −(x− t) + t2 − t+ 1

∴ y = −x+ t2 + 1 …… 2⃝

交点 Qの座標は， 1⃝と 2⃝を連立して

x = −x+ t2 + 1 ∴ x = t2 + 1
2

より，Q

(
t2 + 1

2
, t2 + 1

2

)
である．

よって， u = OQ =
√
2× t2 + 1

2
=

t2 + 1√
2

……（答）

(2) P
(
t, t2 − t+ 1

)
と L : x− y = 0との距離 PQは

PQ =
|t− (t2 − t+ 1)|√

2
=

(t − 1)2√
2

……（答）

(3) t = 0のときの P，Qを P0，Q0 とすると

P0(0, 1), Q0

(
1
2
, 1

2

)
であり，△OP0Q0 を直線 y = xのまわりに 1回転してできる立体 (直円錐)の体積を V1 と
すると

V1 = 1
3
π

(
1√
2

)2

× 1√
2

=

√
2

12
π
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線分 PQが動いてできる図形を直線 y = xのまわりに 1回転してできる立体の体積を V2

とすると

V2 = π

∫ √
2

1√
2

PQ2 du

ここで，u = t2 + 1√
2
より

du =
√
2t dt

u 1√
2

−→
√
2

t 0 −→ 1

V2 = π

∫ 1

0

(t− 1)4

2

√
2t dt

=

√
2π
2

{[
(t− 1)5

5
t

]1

0

−
∫ 1

0

(t− 1)5

5
dt

}

=

√
2π
2

[
− (t− 1)6

30

]1

0

=

√
2

60
π

よって，求める体積 V は

V = V1 + V2 =

√
2

12
π +

√
2

60
π =

√
2

10
π ……（答）

• (1)，(2)の誘導を無視して，回転体を傘型に分割して体積を求めることもできる．
y = x2 − x+ 1

1

1
y = x

P

Q

R

x
∆x x

y

O

R P

Pを通り x軸と垂直な直線と直線 y = xとの交点を Rとする．
線分 PRに微小幅∆xをもつ図形を直線 y = xのまわりに回転してできる図形は，PR
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を母線とし底面の半径が PQ，側面の厚さが∆xの円錐である．この円錐の体積∆V は

∆V ≒ 1
2
(半径)(弧長)∆x

= 1
2

×
√
2PQ× 2πPQ∆x

=
√
2πPQ2∆x

=
√
2π

(
(x− 1)2√

2

)2

∆x

= π√
2
(x− 1)4∆x

求める体積 V は

V = π√
2

∫ 1

0

(x− 1)4 dx = π√
2

[
(t− 1)5

5

]1

0

=

√
2

10
π


