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1枚のコインを投げる試行を繰り返し，数列 {an} (n = 1, 2, 3, · · ·) を次のように
定める．

( i ) 1回目の試行において表が出たとき，a1 = 0 とする．

(ii) 1回目の試行において裏が出たとき，a1 = 1 とする．

(iii) n ≧ 2 について，n 回目の試行において表が出たとき，an = an−1 とする．

(iv) n ≧ 2 について，n 回目の試行において裏が出たとき，an = an−1 + 2n−1

とする．

以下の問いに答えよ．

(1) a10 が 210 を 3で割った商に等しくなったとき，1回目から 10回目の試行におけ

るコインの表裏の出方を求めよ．

(2) 1回目から 100回目の試行においてコインの表がちょうど 4回出たとき，a100が
2100

3
より小さくなる条件付き確率を求めよ．

(19 東北大 後 理 5)

【答】

(1) 1回目から順に，裏，表，裏，表，裏，表，裏，表，裏，表

(2) 2
1617

【解答】

(1) 条件 ( i )～(iv)，すなわち

a1 =

{
0 (1回目の試行において表が出たとき)

1 (1回目の試行において裏が出たとき)

an =

{
0 · 2n−1 + an−1 (n回目の試行において表が出たとき)

1 · 2n−1 + an−1 (n回目の試行において裏が出たとき)
(n ≧ 2)

より，n回の試行において，k 回目 (1 ≦ k ≦ n)に表，裏が出ることは 2進法表記の下位か
ら数えて k 番目の数がそれぞれ 0，1 であることに対応している．ここでの 2 進法表記 an

では首位が 0であることを許す．例えば，

表，表，表の順に出るとき，a1 = 0, a2 = 0 · 21 + 0, a3 = 0 · 22 + 0 · 21 + 0 = 000(2)，

表，裏，裏の順に出るとき，a1 = 0, a2 = 1 · 21 + 0, a3 = 1 · 22 + 1 · 21 + 0 = 110(2)，

裏，裏，表の順に出るとき，a1 = 1, a2 = 1 · 21 + 1, a3 = 0 · 22 + 1 · 21 + 1 = 011(2)，

裏，裏，裏の順に出るとき，a1 = 1, a2 = 1 · 21 + 1, a3 = 1 · 22 + 1 · 21 + 0 = 111(2)，
· · ·

といった具合である．
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210 = 10000000000︸ ︷︷ ︸
10 個

(2) を 3 = 11(2) で割ると 101010101
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)
10000000000

11
100
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100
11
100
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10000000000(2) = 11(2) × 101010101︸ ︷︷ ︸
9 個

(2) + 1(2)

= 11(2) × 0101010101︸ ︷︷ ︸
10 個

(2) + 1(2)

であるから，a10 = 0101010101(2) となるコインの表裏の出方は
1回目から順に

裏，表，裏，表，裏，表，裏，表，裏，表 ……（答）

である．
(2) 1回目から 100回目の試行においてコインの表がちょうど 4回

出るという事象を A，a100 が 2100

3
より小さくなるという事象

を B とすると，求める確率は

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)

である．まず

P (A) = 100C4

2100

また，2100 = 100 · · · 00︸ ︷︷ ︸
100 個

(2) を 3 = 11(2) で割ると

100 · · · 00(2) = 11(2) × 01 · · · 01︸ ︷︷ ︸
100 個

(2) + 1(2)

であるから，a100 < 2100

3
となる条件は

a100 ≦ 01 · · · 01︸ ︷︷ ︸
100 個

(2)

となることである．100回の試行においてコインの表がちょうど 4回出るのは，a100 を 2進
法表記するとき，0が 4回現れることであるから，A ∩B となるのは

00 0 が 2 回 ： 100，99回目に表が出て，その前に 2回表が出るのは 98C2 通り
0100 0 が 1 回 ： 100，98，97回目に表，99回目に裏が出て，その前に 1回表が出るの

は 96C1 通り
010100 すべて 1 ： 100，98，96，95回目に表，99，97回目に裏が出て，その前はすべて

裏が出るのは 1通り

P (A ∩B) = 98C2 + 96C1 + 1

2100

よって，求める確率は

PA(B) =

98C2 + 96C1 + 1

2100

100C4

2100

= 98C2 + 96C1 + 1

100C4
= 49 · 97 + 96 + 1

100 · 99 · 98 · 97
4 · 3 · 2 · 1

= 50 · 97
3 · 52 · 72 · 11 · 97

= 2
1617

……（答）


