
1

0 < θ < π
2
とする．cos θ は有理数ではないが，cos 2θ と cos 3θ がともに有理数と

なるような θ の値を求めよ．ただし，p が素数のとき，
√
p が有理数でないことは証

明なしに用いてよい．
(19 京都大 理 1(1))

【答】 θ = π
6

【解答】
2倍角の公式，3倍角の公式より

cos 2θ = 2 cos2 θ − 1

cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ

= (4 cos2 θ − 3) cos θ

=
(
4 · 1 + cos 2θ

2
− 3

)
cos θ

= (2 cos 2θ − 1) cos θ …… 1⃝

である． 1⃝において，2 cos 2θ−1 \= 0 とすると，cos θ = cos 3θ
2 cos 2θ − 1

となり，cos 2θ, cos 3θ

がともに有理数となるときは，cos θ も有理数となる．これは cos θ が有理数ではないことに反
する．したがって

2 cos 2θ − 1 = 0 ∴ cos 2θ = 1
2

であることが必要である．
0 < θ < π

2
より，0 < 2θ < π であるから，これを満たす θ は

2θ = π
3

∴ θ = π
6

である．θ = π
6
のとき

cos θ =

√
3
2
は有理数でない (∵ 3は素数であり,

√
3 は有理数でない)，

cos 2θ = 1
2
は有理数であり，cos 3θ = 0も有理数である．

与えられた条件を満たすから (十分)，求める θ の値は

θ = π
6

……（答）

である．


