
1

n を正の整数とする．

(1) 次の等式が成り立つことを示せ．{
1 + 2

n∑
k=1

cos(kx)

}
sin x

2
= sin

((
n+ 1

2

)
x

)
(2) 次の方程式の解 x をすべて求めよ．

n∑
k=1

cos(kx) = 0

(19 東北大 後 理 2)

【答】

(1) 略

(2) x =


2lπ
n

(lは nの倍数でない整数)

(2l + 1)π

n+ 1
(lは整数)

【解答】

(1)

{
1 + 2

n∑
k=1

cos(kx)

}
sin x

2
= sin

((
n+ 1

2

)
x
)

…… 1⃝

積を和に直す公式を用いると

(左辺) = sin x
2

+ 2
n∑

k=1

{
cos(kx) sin x

2

}
= sin x

2
+

n∑
k=1

{
sin

((
k + 1

2

)
x
)
− sin

((
k − 1

2

)
x
)}

= sin x
2

+
{(

sin 3
2
x− sin 1

2
x
)

+
(
sin 5

2
x− sin 3

2
x
)

+ · · ·

+
(
sin

(
n+ 1

2

)
x− sin

(
n− 1

2

)
x
)}

= sin x
2

+
{
− sin x

2
+ sin

(
n+ 1

2

)
x
}

= sin
(
n+ 1

2

)
x

したがって， 1⃝が成り立つ． …… (証明終わり)

• 数学的帰納法を用いてもよい．
( i ) n = 1 のとき

(左辺) = (1 + 2 cosx) sin x
2

= sin x
2

+
{
sin

(
3
2
x
)
− sin x

2

}
(∵ 積を和に直す公式)

= sin
(
3
2
x
)

= (右辺)

n = 1のとき 1⃝は成り立つ．
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(ii) n = m のとき 1⃝が成り立つと仮定する．{
1 + 2

m+1∑
k=1

cos(kx)

}
sin x

2

=

{
1 + 2

m∑
k=1

cos (kx)

}
sin x

2
+ 2 cos((m+ 1)x) sin x

2

= sin
((

m+ 1
2

)
x
)
+

{
sin

((
m+ 3

2

)
x
)
− sin

((
m+ 1

2

)
x
)}

(∵ 帰納法の仮定，積を和に直す公式)

= sin
((

m+ 3
2

)
x
)

よって，n = m+ 1 のときも 1⃝は成り立つ．
以上 ( i )，(ii)より，すべての自然数 nに対して 1⃝は成り立つ．

(2) (1)の等式より

2

{
n∑

k=1

cos(kx)

}
sin x

2
= sin

((
n+ 1

2

)
x
)
− sin x

2

( i ) sin x
2

\= 0
(
x
2

\= mπ (mは整数), すなわち x \= 2mπ
)
のとき

n∑
k=1

cos(kx) =
sin

((
n+ 1

2

)
x
)
− sin x

2
2 sin x

2

であるから
n∑

k=1

cos(kx) = 0 ⇐⇒ sin
((

n+ 1
2

)
x
)
= sin x

2

解は (
n+ 1

2

)
x = x

2
+ 2lπ, π − x

2
+ 2lπ (lは整数)

∴ nx = 2lπ, (n+ 1)π = π + 2lπ

∴ x = 2lπ
n

,
(2l + 1)π

n+ 1

x \= 2mπ とあわせると

x =


2lπ
n

(lは nの倍数でない整数)

(2l + 1)π

n+ 1
(lは整数)

(ii) sin x
2

= 0 (x = 2mπ, mは整数)のとき

n∑
k=1

cos(kx) =
n∑

k=1

cos(2kmπ) =
n∑

k=1

1 = n \= 0

n∑
k=1

cos(kx) = 0となる xは存在しない．

( i )，(ii)より，求める解は

x =


2lπ
n

(lは nの倍数でない整数)

(2l + 1)π

n + 1
(lは整数)

……（答）
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• ( i )の方程式

sin
((

n+ 1
2

)
x
)
− sin x

2
= 0

を和を積に直す公式を用いて解いてもよい．

sin
((

n+ 1
2

)
x
)
− sin x

2
= 0

2 cos
(
n+ 1
2

x
)
sin n

2
x = 0

∴ cos
(
n+ 1
2

x
)
= 0 または sin n

2
x = 0

n+ 1
2

x = π
2

+ lπ または n
2
x = lπ

∴ x =
(2l + 1)π

n+ 1
または x = 2lπ

n

以下，【解答】と同じ．


