
1

平面上の原点 O を中心とする半径 1の円周上に点 A，B がある．正の数 t に対し，

等式

|
−→
OA+ t

−→
OB| = 3|t

−→
OA−

−→
OB| …… (∗)

が成り立つとき，次の問いに答えよ．

(1)
−→
OA ·

−→
OB を t を用いて表せ．

(2) 等式 (∗) を満たす点 A，B が存在するような t の値の範囲を求めよ．

(3)
−→
OA ·

−→
OB の最小値を求めよ．
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【答】

(1)
−→
OA ·

−→
OB = 2

5

(
t2 + 1

t

)
(2) 1

2
≦ t ≦ 2

(3) 4
5

【解答】

|
−→
OA+ t

−→
OB| = 3|t

−→
OA−

−→
OB| …… (∗)

(1) 2点 A，Bは半径 1の円上の点であるから

|
−→
OA| = |

−→
OB| = 1

(∗)の両辺を平方すると

|
−→
OA+ t

−→
OB|2 = 9|t

−→
OA−

−→
OB|2

1 + 2t
−→
OA ·

−→
OB+ t2 = 9(t2 − 2t

−→
OA ·

−→
OB+ 1)

20t
−→
OA ·

−→
OB = 8(t2 + 1)

t > 0より

−→
OA ·

−→
OB = 2

5

(
t2 + 1

t

)
……（答）

(2)
−→
OA ·

−→
OB = |

−→
OA||

−→
OB| cos∠AOB = cos∠AOBであるから，(∗)を満たす点 A，Bが存在

する条件は

−1 ≦
−→
OA ·

−→
OB ≦ 1 ∴ |

−→
OA ·

−→
OB| ≦ 1

である．(1)の結果と t > 0より

2
5

(
t2 + 1

t

)
≦ 1

2(t2 + 1)− 5t ≦ 0

(t− 2)(2t− 1) ≦ 0

∴ 1
2

≦ t ≦ 2 …… 1⃝ ……（答）



2

(3) (2)のとき，相加平均・相乗平均の関係より

−→
OA ·

−→
OB = 2

5

(
t+ 1

t

)
≧ 4

5

√
t · 1

t
= 4

5

等号は t = 1
t
より t = 1のとき成り立ち， 1⃝を満たす．

よって，
−→
OA ·

−→
OBは t = 1のとき最小値 4

5
をとる． ……（答）


