
1

下の図の立方体 OAEB–CFDG において，
#    »

OA =
#»

a，
#   »

OB =
#»

b，
#    »

OC =
#»

c とする．

また，3点 A，B，C の定める平面を α とする．

O
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(1)
#    »

OD を
#»

a，
#»

b，
#»

c を用いて表せ．また，s, t を実数とするとき，内積

(s
#   »

AB+ t
#   »

AC) · #    »

OD

を求めよ．

(2) 平面 α と直線 OD の交点を H とする．
#    »

OH を
#»

a，
#»

b，
#»

c を用いて表せ．

(19 室蘭工大 5)

【答】

(1)
#    »
OD =

#»
a +

#»

b +
#»
c，(s

#   »
AB+ t

#   »
AC) · #    »

OD = 0

(2)
#    »
OH = 1

3
(

#»
a +

#»

b +
#»
c )

【解答】

(1) 図の立方体において

O
A

D

B

C

E

F

G
H

#    »
OD =

#   »
OA+

#   »
AE+

#   »
ED

=
#»
a +

#»

b +
#»
c ……（答）

である．また
#»
a · #»

b = 0,
#»

b · #»
c = 0,

#»
a · #»

c = 0

| #»
a | = | #»

b | = | #»
c |

であるから

(s
#   »
AB+ t

#   »
AC) · #    »

OD

= {s( #»

b − #»
a ) + t(

#»
c − #»

a )} · ( #»
a +

#»

b +
#»
c )

= s(
#»

b − #»
a ) · ( #»

b +
#»
a +

#»
c ) + t(

#»
c − #»

a ) · ( #»
c +

#»
a +

#»

b )

= s(| #»

b |2 − | #»
a |2) + t(| #»

c |2 − | #»
a |2)

= 0 ……（答）

となる．
(2) 平面 α上の点 Pは，実数 s, tを用いて

#   »
AP = s

#   »
AB+ t

#   »
ACと表すことができ，(1)の後半

の結果から，
#   »
AP · #    »

OD = 0であるから，
#    »
ODは平面 αの法線ベクトルである．Hは平面 α

上の点であるから
#   »
AH · #    »

OD = 0 …… 1⃝

が成り立つ．Hは直線 OD上の点でもあるから，実数 uを用いて
#    »
OH = u

#    »
ODと表すことが

できるから， 1⃝は
(u

#    »
OD− #   »

OA) · #    »
OD = 0

u| #    »
OD|2 − #   »

OA · #    »
OD = 0



2

∴ u =
#   »
OA · #    »

OD

| #    »
OD|2

=

#»
a · ( #»

a +
#»

b +
#»
c )

| #»
a +

#»

b +
#»
c |2

=
| #»
a |2

| #»
a |2 + | #»

b |2 + | #»
c |2

=
| #»
a |2

3| #»
a |2

= 1
3

よって
#    »
OH = 1

3

#    »
OD = 1

3
(

#»
a +

#»

b +
#»
c ) ……（答）

である．

• #    »
OHは

#   »
OAの

#    »
ODへの正射影ベクトルである．

#    »
OH =

#   »
OA · #    »

OD

| #    »
OD|2

#    »
OD = · · · = 1

3
(

#»
a +

#»

b +
#»
c )

• #    »
ODが平面 αの法線ベクトルであることを使わずに，(2)を次の解いてもよい．

(別解 1) H は平面 α 上の点であるから，実数 s, tを用いて
#    »
OH =

#   »
OA+

#   »
AH

=
#   »
OA+ s

#   »
AB+ t

#   »
AC

= (1− s− t)
#»
a + s

#»

b + t
#»
c …… ア⃝

と表すことができる．H は直線 OD 上の点でもあるから，実数 uを用いて
#    »
OH = u

#    »
OD = u(

#»
a +

#»

b +
#»
c ) …… イ⃝

と表すこともできる．
#»
a ,

#»

b ,
#»
c は一次独立である (同一平面上にない)から，

#    »
OH

の表し方は 1通りであり， ア⃝， イ⃝の係数は一致するから
1− s− t = u

s = u

t = u

∴ u = s = t = 1
3

となり
#    »
OH = 1

3
(

#»
a +

#»

b +
#»
c )

である．
(別解 2) H は直線 OD 上の点であるから，実数 uを用いて

#    »
OH = u

#    »
OD = u

#   »
OA+ u

#   »
OB+ u

#    »
OC

と表すこともできる．Hは平面 ABC上の点でもあるから

u+ u+ u = 1 ∴ u = 1
3

であり
#    »
OH = 1

3
(

#»
a +

#»

b +
#»
c )

である．
(別解 3) △ABCの重心を Pとすると

#   »
OP =

#»
a +

#»

b +
#»
c

3
= 1

3

#    »
OD

である．これは Pは平面ABC上の点であり，かつ，直線OD上の点でもあること
を意味する．すなわち，Pは平面 ABCと直線 ODの交点 Hと一致する．よって

#    »
OH =

#»
a +

#»

b +
#»
c

3

である．


