
1

1辺の長さが 1の正四面体 OABC を考える．

(1) 辺OA 上を動く点 P と辺 BC 上を動く点 Q に対して，線分 PQ の長さが最小と

なるとき，ベクトル
−→
PQを

−→
OA，

−→
OB，

−→
OC で表せ．

(2) 点 R が △ABC の内部および辺上を動くとする．(1)で求めた
−→
PQと

−→
ORのなす

角を θ とする．内積
−→
PQ ·

−→
ORが最大となるような cos θ のとりうる値の範囲を求

めよ．

(19 東北大 後 理 3経 3)

【答】

(1)
−→
PQ = − 1

2

−→
OA+ 1

2

−→
OB+ 1

2

−→
OC

(2)

√
2
2

≦ cos θ ≦
√
2√
3

【解答】

(1) Pを固定すると，PQの長さが最小となる

O

A

B

C

P

Q

O

A

B

C

P=M

Q=Nのは，PQ ⊥ BCのときである．△BPCは
二等辺三角形であるから，これは Qが BC
の中点 Nと一致するときでもある．
次に，P を動かす．同じく，PQ の長さ
が最小となるのは，PQ ⊥ BCのときであ
り，△ONA は二等辺三角形であるから，P
が OA の中点 M と一致するとき，PQ は
最小となる．
すなわち，PQの長さが最小となるのは，P，Qがそれぞれ OAの中点M，BCの中点 N
と一致するときである．このとき

−→
PQ =

−−→
MN =

−→
ON−

−→
ON

=

−→
OB+

−→
OC

2
− 1

2

−→
OA

= − 1
2

−→
OA + 1

2

−→
OB + 1

2

−→
OC …… 1⃝ ……（答）

• P，Qは辺 OA，BC上の点であるから
−→
OP = s

−→
OA (sは 0 ≦ s ≦ 1をみたす実数)

−−→
OQ = (1− t)

−→
OB+ t

−→
OC (tは 0 ≦ t ≦ 1をみたす実数)

と表すことができる．これより
−→
PQ = −s

−→
OA+ (1− t)

−→
OB+ t

−→
OC

である．正四面体 OABCの 1辺の長さは 1であり

|
−→
OA| = |

−→
OB| = |

−→
OC| = 1 かつ

−→
OA ·

−→
OB =

−→
OB ·

−→
OC =

−→
OC ·

−→
OA = 1

2



2

が成り立つから

|
−→
PQ|2 = s2 + (1− t)2 + t2 − s(1− t) + (1− t)t− st

= s2 + t2 − s− t+ 1

=
(
s− 1

2

)2

+
(
t− 1

2

)2

+ 1
2

|
−→
PQ|2 は s = t = 1

2
(0 ≦ s ≦ 1, 0 ≦ t ≦ 1をみたす)のとき最小となる．

よって，|
−→
PQ|が最小となるときの

−→
PQは

−→
PQ = − 1

2

−→
OA+ 1

2

−→
OB+ 1

2

−→
OC

(2) 点 Rが△ABCの内部および辺上を動くから，実数 α, β を用いて
−→
OR =

−→
OA+ α

−→
AB+ β

−→
AC (α ≧ 0 かつ β ≧ 0 かつ α+ β ≦ 1 …… 2⃝)

と表すことができる．始点を Oにとり，式を整理すると
−→
OR = (1− α− β)

−→
OA+ α

−→
OB+ β

−→
OC

正四面体 OABCの 1辺の長さは 1であるから

|
−→
OA| = |

−→
OB| = |

−→
OC| = 1 かつ

−→
OA ·

−→
OB =

−→
OB ·

−→
OC =

−→
OC ·

−→
OA = 1

2

であり
−→
PQ ·

−→
OR

= 1
2

(
−
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC

)
·
{
(1− α− β)

−→
OA+ α

−→
OB+ β

−→
OC

}
= 1

2

{
(1− α− β)

(
−1 + 1

2
+ 1

2

)
+ α

(
− 1

2
+ 1 + 1

2

)
+ β

(
− 1

2
+ 1

2
+ 1

)}
= 1

2
(α+ β)

α+ β = 1 …… 3⃝ となるとき，
−→
PQ ·

−→
ORは最大値 1

2
をとる．このとき

|
−→
PQ|2 = 1

3
−
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC

2

= 1
4

1 + 1 + 1 + 2
(
− 1

2
+ 1

2
− 1

2

)
= 1

2

|
−→
OR|2 = |α

−→
OB+ β

−→
OC|2

= α2 + αβ + β2

= α2 + α(1− α) + (1− α)2

= α2 − α+ 1

=
(
α− 1

2

)2

+ 3
4

2⃝のとき，0 ≦ α ≦ 1 となるからこの範囲で

3
4

≦ |
−→
OR|2 ≦ 1 ∴

√
3
2

≦ |
−→
OR| ≦ 1 …… 4⃝



3

したがって， 3⃝のとき

cos θ =

−→
PQ ·

−→
OR

|
−→
PQ||

−→
OR|

=

1
2

1√
2
|
−→
OR|

=

√
2
2

1

|
−→
OR|

これのとり得る値の範囲は， 4⃝より

√
2
2

≦ cos θ ≦
√
2√
3

……（答）

• 点 Rが△ABCの内部および辺上を動く条件を実数 a, b, cを用いて

−→
OR = a

−→
OA+ b

−→
OB+ c

−→
OC

{
a+ b+ c = 1

a ≧ 0, b ≧ 0, c ≧ 0

としてもよい．


