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a は実数の定数とし，2次関数 f(x) = −3x2 + 4ax (a − 1 ≦ x ≦ a + 1) の最小値

を m(a)，最大値をM(a) とする．

(1) m(a) を求め，b = m(a) のグラフを ab平面上にかけ．

(2) M(a) − m(a) を求め，b = M(a) − m(a) のグラフを ab 平面上にかけ．また，

M(a)−m(a) の最小値を求めよ．

(20 岐阜薬大 1)

【答】

(1) 略

(2) M(a)−m(a) =



−4a (a ≦ −3 のとき)

1
3
(a− 3)2 (−3 ≦ a ≦ 0 のとき)

1
3
(a+ 3)2 (0 ≦ a ≦ 3 のとき)

4a (a ≧ 3 のとき)

図略．最小値 3

【解答】

(1) f(x) = −3x2 + 4axのグラフは上に凸であり，定義域 a− 1 ≦ x ≦ a+ 1における最小値
m(a)は f(a− 1), f(a+ 1)のうちの大きくない方である．b = f(a− 1), b = f(a+ 1)のグ
ラフを ab平面に描き，大小を比較する．
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b = f(a− 1)

= −3(a− 1)2 + 4a(a− 1)

= a2 + 2a− 3

= (a+ 1)2 − 4

また

b = f(a+ 1)

= −3(a+ 1)2 + 4a(a+ 1)

= a2 − 2a− 3

= (a− 1)2 − 4

2つのグラフは点 (0, 3)で交わる．よって

m(b) =

{
f(a− 1) = (a+ 1)2 − 4 (a ≦ 0のとき)

f(a+ 1) = (a− 1)2 − 4 (a ≧ 0のとき)

であり，b = m(a)のグラフは右図の実線部分となる． ……（答）

(2) f(x)の最大値M(a)は，軸 x = 2a
3
が定義域 a− 1 ≦ x ≦ a+1にあるときは，f

(
2a
3

)
であり，定義域 a− 1 ≦ x ≦ a+ 1にないときは，f(a− 1), f(a+ 1)のうちの小さくない
方である．
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a− 1 ≦ 2a
3

≦ a+ 1，すなわち
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b = f(a− 1)b = f(a+ 1)
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−3 ≦ a ≦ 3のとき

M(a)

= f
(
2a
3

)
= −3

(
2a
3

)2

+ 4a 2a
3

= 4
3
a2

a ≦ −3, 3 ≦ aの範囲での
b = f(a− 1), b = f(a+1)のグラ
フも ab平面で描き (右図)，大小を
比較すると

M(a)

=


f(a+ 1) = (a− 1)2 − 4 (a ≦ −3 のとき)

f
(
2a
3

)
= 4

3
a2 (−3 ≦ a ≦ 3 のとき)

f(a− 1) = (a+ 1)2 − 4 (a ≧ 3 のとき)

である．したがって，(1)の結果もあわせると

M(a) − m(a)

=



f(a + 1) − f(a − 1) = −4a (a ≦ −3 のとき)

f
(
2a
3

)
− f(a − 1) = 1

3
(a − 3)2 (−3 ≦ a ≦ 0 のとき)

f
(
2a
3

)
− f(a + 1) = 1

3
(a + 3)2 (0 ≦ a ≦ 3 のとき)

f(a − 1) − f(a + 1) = 4a (a ≧ 3 のとき)

……（答）

である．これを ab平面に図示すると下図のようになり，M(a)−m(a)は a = 0のとき，最
小値 3をとる． ……（答）
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