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複素数平面上で z + 1 + i
z + 2

=
√
2 を満たす点 z 全体が表す図形を C1 とし，点 z

が C1 を動くとき w = − 3
z
で表される点 w が描く図形を C2 とする．次の問いに答

えよ．

(1) 図形 C1 を求めよ．

(2) 図形 C2 を求めよ．

(3) 2つの定点 A(4i)，B(−2i)，および C1 上の点 P(α)，C2 上の点 Q(β) の 4点を

頂点とする四角形 APBQ の面積を S とする．S が最大になるように α と β の値

を定めよ．

(4) (3) の S の最大値を求めよ．
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【答】

(1) 点 −3 + i を中心とする半径 2の円

(2) 点 3 + i
2
を中心とする半径 1の円

(3) α = −5 + i，β = 5 + i
2

(4) 45
2

【解答】
z + 1 + i
z + 2

=
√
2 …… 1⃝

w = − 3
z

…… 2⃝

(1) 1⃝より
|z + 1 + i|2 = 2|z + 2|2

(z + 1 + i)(z + 1− i) = 2(z + 2)(z + 2)

zz + (1− i)z + (1 + i)z + (1 + i)(1− i) = 2(zz + 2z + 2z + 4)

zz + (3 + i)z + (3− i)z + 6 = 0

(z + 3− i)(z + 3 + i)− (3− i)(3 + i) + 6 = 0

(z + 3− i)(z + 3− i) = 4 …… 1⃝′

∴ |z + 3− i| = 2

よって，C1 は点− 3 + iを中心とする半径 2の円である． ……（答）

(2) 2⃝より，w \= 0であり z = − 3
w
であるから

1⃝′ ⇐⇒ − 3
w

+ 3− i = 2

| − 3 + (3− i)w|2 = 4|w|2

{(3− i)w − 3}{(3 + i)w − 3} = 4ww

10ww − 3(3− i)w − 3(3 + i)w + 9 = 4ww

6ww − 3(3− i)w − 3(3 + i)w + 9 = 0

ww − 3− i
2

w − 3 + i
2

w + 3
2

= 0

w − 3 + i
2

2

− 10
4

+ 3
2

= 0

∴ w − 3 + i
2

= 1

よって，C2 は，点
3 + i
2
を中心とする半径 1の円である． ……（答）
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(3) 四角形 APBQの面積 S は
A(4i)

B(−2i)

P(α)

Q(β)

−3

i

3
2

i
2

x

y

O

S = △PAB+△QAB

であり，Sが最大となるのは，点P(α)と直線 AB

の距離，点 Q(β) と直線 AB の距離がどちらも
最大となるときである．それはしががって

α = (−3 + i)− 2 = −5 + i ……（答）

β = 3 + i
2

+ 1 =
5 + i
2

……（答）

である．
(4) AB = |4i− (−2i)| = 6であり，(3)の α, β と

直線 ABの距離はそれぞれ 5, 5
2
であるから，求める S の最大値は

1
2

· 6 · 5 + 1
2

· 6 · 5
2

= 15 + 15
2

= 45
2

……（答）

である．


