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漸化式，和の計算

数列 {an} が

a1 = 1
6
, an+1 =

an
(n+ 3)an + 1

(n = 1, 2, 3, · · ·)

で定められているとき，次の問いに答えよ．

(1) a2 および a3 の値を求めよ．

(2) bn = 1
an
とおくとき，b100 − b99 の値を求めよ．

(3) 数列 {an} の一般項を求めよ．

(4)
99∑

n=1
an の値を求めよ．
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【答】

(1) a2 = 1
10
，a3 = 1

15
(2) b100 − b99 = 102

(3) an = 2
(n+ 2)(n+ 3)

(4)
99∑

n=1

an = 11
17

【解答】

a1 = 1
6
, an+1 =

an

(n+ 3)an + 1
…… 1⃝

(1) 順次代入すると

a2 =
a1

4a1 + 1
=

1
6

4
6

+ 1
= 1

10
……（答）

a3 =
a2

5a2 + 1
=

1
10

5
10

+ 1
= 1

15
……（答）

(2) a1 \= 0と 1⃝から，帰納法により，すべての n に対して an \= 0 である． 1⃝の辺々の逆数
をとると

1
an+1

=
(n+ 3)an + 1

an
= 1

an
+ n+ 3

である．bn = 1
an
とおくと

bn+1 = bn + n+ 3 …… 2⃝
である．よって

b100 − b99 = 99 + 3 = 102 ……（答）

である．
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(3) 2⃝より，n ≧ 2 のとき

bn = b1 +
n−1∑
k=1

(k + 3)

= 1
a1

+
(n− 1){4 + (n− 1) + 3}

2

= 6 +
(n− 1)(n+ 6)

2

= n2 + 5n+ 6
2

=
(n+ 2)(n+ 3)

2
…… 3⃝

である．b1 = 1
a1

= 6 だから， 3⃝は n = 1 のときも成り立つ．よって

an = 1
bn

= 2
(n + 2)(n + 3)

(n ≧ 1) ……（答）

(4) (3)の結果より

99∑
n=1

an = 2
99∑

n=1

(
1

n+ 2
− 1

n+ 3

)
= 2

(
1
3

− 1
102

)
= 11

17
……（答）

である．


