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a > 0 とし，f(x) = x2 − (4a − 2)x + 4a2 + 1 とおく．座標平面上で，放物線

y = x2 + 2x+ 1 を C，放物線 y = f(x) を D とする．また，ℓを C と D の両方に

接する直線とする．

(1) ℓの方程式を求めよう．

ℓと C は点 (t, t2 + 2t+ 1) において接するとすると，ℓ の方程式は

y =
(
ア t+ イ

)
x− t2 + ウ …… 1⃝

である．また，ℓと D は点 (s, f(s)) において接するとすると，ℓ の方程式は

y =
(
エ s− オ a+ カ

)
x

− s2 + キ a2 + ク …… 2⃝

である．ここで， 1⃝と 2⃝は同じ直線を表しているので，t = ケ ，s = コ

が成り立つ．

したがって，ℓ の方程式は y = サ x+ シ である．

(2) 二つの放物線 C, D の交点の x 座標は ス である．

C と直線 ℓ，および直線 x = ス で囲まれた図形の面積を S とすると，

S = a セ

ソ
である．

(3) a ≧ 1
2
とする．二つの放物線 C, D と直線 ℓ で囲まれた図形の中で 0 ≦ x ≦ 1

を満たす部分の面積 T は，a > タ のとき，a の値によらず

T =
チ

ツ

であり， 1
2

≦ a ≦ タ のとき

T = − テ a3 + ト a2 − ナ a+
ニ

ヌ

である．

(4) 次に，(2)，(3) で定めた S, T に対して，U = 2T − 3S とおく．a が

1
2

≦ a ≦ タ の範囲を動くとき，U は a =
ネ

ノ
で最大値

ハ

ヒフ
を

とる．
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【答】
ア

2

イ

2

ウ

1

エ

2

オ

4

カ

2

キ

4

ク

1

ケ

0

コ

2

サ

2

シ

1

ス

a

セ

3

ソ

3

タ

1

チ

1

ツ

3

テ

2

ト

4

ナ

2

ニ

1

ヌ

3

ネ

2

ノ

3

ハ

2

ヒフ
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【解答】
f(x) = x2 − (4a− 2)x+ 4a2 + 1

C : y = x2 + 2x+ 1

D : y = f(x)

(1) C 上の点 (t, t2 + 2t+ 1) における接線の方程式は

y = (2t+ 2)(x− t) + t2 + 2t+ 1

∴ y =
(

2 t+ 2
)
x− t2 + 1 …… 1⃝ …… (ア～ウの答)

また，D 上の点 (s, f(s)) における接線の方程式は

y = (2s− 4a+ 2)(x− s) + s2 − (4a− 2)s+ 4a2 + 1

∴ y =
(

2 s− 4 a+ 2
)
x− s2 + 4 a2 + 1 …… 2⃝

…… (エ～クの答)

である． 1⃝と 2⃝が一致する条件は{
2t+ 2 = 2s− 4a+ 2

−t2 + 1 = −s2 + 4a2 + 1
⇐⇒

{
s− t = 2a

s2 − t2 = 4a2

⇐⇒

{
s− t = 2a

2a(s+ t) = 4a2
⇐⇒

{
s− t = 2a

s+ t = 2a
(∵ a \= 0)

∴ t = 0 , s = 2 a …… (ケ，コの答)

したがって，ℓ の方程式は y = 2 x+ 1 である． …… (サ，シの答)

(2) C, D の方程式を連立すると C D

ℓ

−1

1

a 2a x

y

O

x2 + 2x+ 1 = x2 − (4a− 2)x+ 4a2 + 1

∴ 4ax = 4a2

a \= 0より，交点の x 座標は a である．

…… (スの答)

C と直線 ℓ，および直線 x = aで囲まれた図形 (右の
斜線部分)の面積 S は

S =

∫ a

0

{(x2 + 2x+ 1)− (2x+ 1)} dx

=

∫ a

0

x2 dx =

[
x3

3

]a

0

= a 3

3
…… (セ，ソの答)
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(3) a ≧ 1
2
のとき，二つの放物線 C, D と直線 ℓ で囲まれた図形の右端の x座標は 2aであ

り，2aは 0 ≦ x ≦ 1の外部にある．0 ≦ x ≦ 1 を満たす部分の面積 T を C と D の交点の
x座標 a と 0 ≦ x ≦ 1の右端 1の大小で場合分けして求める．

C D

ℓ

−1
1

a 2a1 x

y

O

C D

ℓ

−1

1

a 2a1 x

y

O

a > 1 のとき …… (タの答)

T =

∫ 1

0

{(x2 + 2x+ 1)− (2x+ 1)} dx

=

∫ 1

0

x2 dx =

[
x3

3

]1

0

=
1

3
…… (チ，ツの答)

1
2

≦ a ≦ 1 のとき

T =

∫ a

0

{(x2 + 2x+ 1)− (2x+ 1)} dx

+

∫ 1

a

{(x2 − (4a− 2)x+ 4a2 + 1)− (2x+ 1)} dx

=

∫ a

0

x2 dx+

∫ 1

a

(x− 2a)2 dx

=

[
x3

3

]a

0

+

[
(x− 2a)3

3

]1

a

= a3

3
+

{
(1− 2a)3

3
+ a3

3

}

= − 2 a3 + 4 a2 − 2 a+
1

3
…… (テ～ヌの答)

(4) 次に，(2)，(3) で定めた S, T に対して，U = 2T − 3S とおくと

U = 2
(
−2a3 + 4a2 − 2a+ 1

3

)
− 3 · a3

3

= −5a3 + 8a2 − 4a+ 2
3

U ′ = −15a2 + 16a− 4

= −(3a− 2)(5a− 2)
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aが 1
2

≦ a ≦ 1 の範囲を動くとき，増減表は右表とな
a 1

2
· · · 2

3
· · · 1

U ′ + 0 −

U

る．U は

a =
2

3
で最大値

2

27
…… (ネ～ヒフの答)

をとる．


