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正の整数 n に対して，

an =
n∑

k=0
nCk, bn =

n∑
k=0

nCkk, cn =
n∑

k=0

nCk

k + 1
, dn =

n∑
k=0

nCkk
2

とする．

(1) an を求めよ．

(2) bn を求めよ．

(3) cn を求めよ．

(4) dn を求めよ．

(5) 極限値 lim
n→∞

anbn
cndn

を求めよ．

(20 千葉大 9)

【答】

(1) an = 2n

(2) bn = n2n−1

(3) cn = 2n+1 − 1
n+ 1

(4) dn = n(n+ 1)2n−2

(5) lim
n→∞

anbn
cndn

= 1

【解答】

(1) 二項定理 (x+ y)n =
n∑

k=0
nCkx

kyn−k より

an =
n∑

k=0
nCk = (1 + 1)n = 2n ……（答）

である．
(2) nCkk = nn−1Ck−1 (1 ≦ k ≦ n)であるから

bn =
n∑

k=0
nCkk = n

n∑
k=1

n−1Ck−1 = n
n−1∑
k=0

n−1Ck = n2n−1 (∵ (1)) ……（答）

である．

• nCkk = nn−1Ck−1 (1 ≦ k ≦ n)について
n∑

k=0
nCkk =

n∑
k=1

nCkk =
n∑

k=1

n!
(n− k)!k!

· k

= n
n∑

k=1

(n− 1)!

(n− k)!(k − 1)!
= n

n∑
k=1

n−1Ck−1

である．
あるいは，n人の中から k 人を選びその k 人の中からリーダーを一人選ぶ選び方は

nCk × kC1 = nCkk (通り)

である．これは n人の中から 1人を選びこの人をリーダーとする k 人のグループの作
り方の総数と一致する．この総数はリーダーに集まる k − 1人の選び方も考えると

nC1 × n−1Ck−1 = nn−1Ck−1 (通り)

であるから

nCkk = nn−1Ck−1

である．
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• 二項定理より

(x+ 1)n =
n∑

k=0
nCkx

k …… ア⃝

である． ア⃝の辺々を微分すると

n(x+ 1)n−1 =
k∑

k=0
nCkkx

k−1 …… イ⃝

である．x = 1を代入すると

n2n−1 =
k∑

k=0
nCkk ∴ bn = n2n−1

である．

(3) nCk

k + 1
= n!

(n− k)!k!
· 1
k + 1

= 1
n+ 1

· (n+ 1)!

(n− k)!(k + 1)!
= n+1Ck+1

n+ 1
であるから

cn =
n∑

k=0

nCk

k + 1
= 1

n+ 1

n∑
k=0

n+1Ck+1

= 1
n+ 1

{(1 + 1)n+1 − n+1C0}

=
2n+1 − 1
n + 1

……（答）

である．

• ア⃝の辺々を区間 0 ≦ x ≦ 1で積分すると∫ 1

0

(x+ 1)n dx =

∫ 1

0

(
n∑

k=0
nCkx

k

)
dx[

(x+ 1)n+1

n+ 1

]1

0

=
n∑

k=0
nCk

[
xk+1

k + 1

]1
0

2n+1 − 1
n+ 1

=
n∑

k=0

nCk

k + 1
∴ cn = 2n+1 − 1

n+ 1

である．

(4) k2 = k(k − 1) + k であるから

dn =
n∑

k=0
nCkk

2 =
n∑

k=0
nCkk(k − 1) +

n∑
k=0

nCkk

=
n∑

k=2
nCkk(k − 1) + bn

が成り立つ．nCkk(k − 1) = n(n− 1)n−2Ck−2 (2 ≦ k ≦ n) であるから

dn = n(n− 1)
n∑

k=2
n−2Ck−2 + bn

= n(n− 1)
n−2∑
k=0

n−2Ck + bn

= n(n− 1)2n−2 + n2n−1 (∵ (1), (2))

= n(n + 1)2n−2 ……（答）

である．

• nCkk(k − 1) = n(n− 1)n−2Ck−2 (2 ≦ k ≦ n)について

nCkk(k − 1) = n!
(n− k)!k!

· k(k − 1) =
n(n+ 1) · (n− 2)!

(n− k)!(k − 2)!
= n(n+ 1)n−2Ck−2

である．
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あるいは，n人の中から k人を選びその k人の中からリーダーを一人選び，次に残っ
た k − 1人の中からサブリーダーを一人選ぶ選び方は

nCk × kC1 × k−1C1 = nCkk(k − 1) (通り)

ある．これは n人の中から 1人を選び，さらに残った n− 1人の中からサブリーダー
を一人選ぶ．この二人をリーダー，サブリーダーとする k 人のグループをつくる．そ
の総数はリーダー，サブリーダーの二人に集まる k − 2人の選び方も考えると

nC1 × n−1C1 × n−2Ck−2 = n(n− 1)n−2Ck−2 (通り)

である．よって

nCkk(k − 1) = n(n− 1)n−2Ck−2

が成り立つ．
• イ⃝の辺々に xをかけると

nx(x+ 1)n−1 =
k∑

k=0
nCkkx

k

となる．辺々を微分すると

n · 1 · (x+ 1)n−1 + nx · (n− 1)(x+ 1)n−2 =
k∑

k=0
nCkk

2xk−1

を得る．x = 1を代入すると

n2n−1 + n(n− 1)2n−2 =
k∑

k=0
nCkk

2

n(n+ 1)2n−2 =
k∑

k=0
nCkk

2

∴ dn = n(n+ 1)2n−2

である．

(5) (1)～(4)より

lim
n→∞

anbn
cndn

= lim
n→∞

2n · n2n−1

2n+1 − 1
n+ 1

· n(n+ 1)2n−2

= lim
n→∞

2n+1

2n+1 − 1

= lim
n→∞

1

1− 1
2n+1

= 1 ……（答）

である．


