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数列 {an} は，a1 = −3, an+1 =
2an + 1
an + 2

(n = 1, 2, 3, · · ·) で定義されている．

(1) an = 3n−1 + 2
3n−1 − 2

であることを，数学的帰納法を用いて証明しなさい．

(2) lim
n#»∞

an を求めなさい．解答欄には途中の計算過程も書きなさい．
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【答】

(1) 略
(2) lim

n#»∞
an = 1

【解答】

a1 = −3, an+1 =
2an + 1
an + 2

(n ≧ 1)

(1) an = 3n−1 + 2
3n−1 − 2

…… (∗) であることを，数学的帰納法を用いて証明する．

( i ) n = 1のとき

31−1 + 2
31−1 − 2

= 1 + 2
1− 2

= −3

であり，a1 = −3と一致し，n = 1のとき (∗)は成り立つ．
(ii) n = k での成立を仮定する．

ak+1 =
2ak + 1
ak + 2

=

2 3k−1 + 2

3k−1 − 2
+ 1

3k−1 + 2

3k−1 − 2
+ 2

(∵ 帰納法の仮定)

=
2(3k−1 + 2) + (3k−1 − 2)

3k−1 + 2 + 2(3k−1 − 2)
= 3 · 3k−1 + 2

3 · 3k−1 − 2

= 3k + 2

3k − 2

であり，n = k + 1のときも (∗)は成り立つ．
以上 ( i )，(ii)より，すべての自然数 nについて (∗)は成り立つ． …… (証明終わり)

• t = 2t+ 1
t+ 2

を解くと

t(t+ 2) = 2t+ 1 ∴ t = ±1

数列
{
an + 1
an − 1

}
を考える．

an+1 + 1
an+1 − 1

=

2an + 1
an + 2

+ 1

2an + 1
an + 2

− 1
=

(2an + 1) + (an + 2)

(2an + 1)− (an + 2)
= 3

an + 1
an − 1

数列
{
an + 1
an − 1

}
は初項 a1 + 1

a1 − 1
= −3 + 1

−3− 1
= 1

2
，公比 3の等比数列であるから

an + 1
an − 1

= 1
2

· 3n−1 ∴ 2(an + 1) = 3n−1(an − 1)

∴ (3n−1 − 2)an = 3n−1 + 2 ∴ an = 3n−1 + 2
3n−1 − 2

である．

(2) lim
n#»∞

an = lim
n#»∞

3n−1 + 2
3n−1 − 2

= lim
n#»∞

1 + 2
3n−1

1− 2
3n−1

= 1 ……（答）

である．


