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図のような 1辺の長さが a の立方体 ABCD–EFGH がある．
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線分AF，BG，CH，DE 上にそれぞれ動点 P，Q，R，S があ

り，頂点 A，B，C，D を同時に出発して，同じ速さで頂点 F，

G，H，E まで動く．このとき四角形 PQRS が通過してできる

立体の体積を求めなさい．解答欄には途中の計算過程も書きな

さい．
(20 公立千歳科技大 中期 理工 2)

【答】 2
3
a3

【解答】
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A(0, 0, 0)，B(a, 0, 0)，E(0, 0, a)となるように座標軸をとる．点 P，Q，R，Sは，それ
ぞれ頂点 A，B，C，D を同時に出発して，同じ速さで頂点 F，G，H，Eまで動くから点 P，
Q，R，Sの z 座標を h (0 ≦ h ≦ a)とおくと

P(h, 0, h)，Q(a, h, h)，R(a− h, a, h)，S(0, a− h, h)

となる．四角形 PQRSは平面 ABCD，平面 EFGHと平行であり，四角形 PQRSを ABCD平
面に正射影すると右図となる．四角形 PQRSは正方形であり一辺の長さは√

h2 + (a− h)2 =
√

a2 − 2ah+ 2h2

四角形 PQRSの面積は

2h2 − 2ah+ a2

である．
よって，四角形 PQRS が通過してできる立体の体積 V は

V =

∫ a

0

(2h2 − 2ah+ a2) dh

=
[
2
3
h3 − ah2 + a2h

]a
0

= 2
3
a3 ……（答）

である．


