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座標平面上の 2 つの曲線 C1 : y = log x
a
, C2 : y = 2 − log x

a
と 2 つの直線

x = e, x = e2 で囲まれる部分を D とする．次の問いに答えよ．ただし，e は自然対

数の底とし，a は 1 ≦ a ≦ e を満たす実数とする．

(1) 曲線 C1 および C2 が x 軸と交わる点の座標をそれぞれ (p, 0)，(q, 0) とする．

p と q を a を用いて表せ．

(2) 1 < a < e のとき，座標平面上に D を図示せよ．

(3) D を x 軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積 V (a) を求めよ．

(4) V (a) を最小にする a の値と，そのときの V (a) の値を求めよ．

(20 宇都宮大 工・地デ 6)

【答】

(1) p = a, q = ae2

(2) 略
(3) V (a) = 4eπ{2a− (e+ 1) log a− 1}

(4) a = e+ 1
2
，最小値は 4eπ

{
e− (e+ 1) log e+ 1

2

}
【解答】

C1 : y = log x
a

…… 1⃝

C2 : y = 2− log x
a

…… 2⃝

(1) C1 が x軸と交わるときの x座標が pであるから

log
p
a

= 0 ∴ p
a

= 1 ∴ p = a ……（答）

C2 が x軸と交わるときの x座標が q であるから

log
q
a

= 2 ∴ q
a

= e2 ∴ q = ae2 ……（答）

(2) C1 と C2 の交点の x 座標は

log x
a

= 2− log x
a

∴ log x
a

= 1 ∴ x
a

= e ∴ x = ae

である．いま，1 < a < e より

a < e < ae < e2 < ae2

である．よって，求める領域 D は図の斜線部である．境界も含む．

a ae2
e e2ae

x = e x = e2 C1

C2 x

y

O



2

(3) D を x 軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積 V (a)は

V (a) =

∫ ae

e

π
{(

2− log x
a

)2

−
(
log x

a

)2}
dx

+

∫ e2

ae

π
{(

log x
a

)2

−
(
2− log x

a

)2}
dx

= π

∫ ae

e

(
4− 4 log x

a

)
dx+ π

∫ e2

ae

(
4 log x

a
− 4

)
dx

= 4π

∫ ae

e

(
1− log x

a

)
dx+ 4π

∫ ae

e2

(
1− log x

a

)
dx

ここで ∫ (
1− log x

a

)
dx = x− x log x

a
+

∫
x · 1

x
a

· 1
a

dx

= x− x log x
a

+ x+ C (C は積分定数)

= x
(
2− log x

a

)
+ C

= x
(
log e2 + log a

x

)
+ C

= x log ae2

x
+ C

であるから

V (a) = 4π
([

x log ae2

x

]ae
e

+
[
x log ae2

x

]ae
e2

)
= 4π

(
2ae log ae2

ae
− e log ae2

e
− e2 log ae2

e2

)
= 4π{2ae log e− e(log a+ log e)− e2 log a}
= 4π{2ae− e(e+ 1) log a− e}
= 4eπ{2a − (e + 1) log a − 1} ……（答）

である．
(4) (3)の結果を微分すると

V ′(a) = 4eπ
(
2− e+ 1

a

)
1 ≦ a ≦ e における V (a)の増減は下のようになる．

a 1 · · · e+ 1
2

· · · e

V ′(a) − 0 +

V (a)

よって，V (a) を最小にする a の値は

a =
e + 1

2
……（答）

であり，最小値は

V
(
e+ 1
2

)
= 4eπ

{
e − (e + 1) log

e + 1
2

}
……（答）

である．


