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交点のベクトル表示，内積

三角形 OAB において，辺OA の中点を C，角AOB の二等分線と直線 AB

との交点を D とし，直線 BCと直線 ODとの交点を E，直線 OBと直線 AE

との交点を Fとする．さらに，
#    »

OA =
#»

a ,
#   »

OB =
#»

b，辺 OAの長さを α，辺

OB の長さを β とする．実数 x, y に対して点 Pを
#   »

OP = x
#»

a + y
#»

b と定める

とき，次の問いに答えよ．

(1) 点 Pが直線 BC上にあるとき，y を x を用いて表せ．

(2) 点 Pが直線 OD上にあるとき，y を α, β, x を用いて表せ．

(3)
#   »

OE を α, β,
#»

a ,
#»

b を用いて表せ．

(4) 比 OF : FB を α, β を用いて表せ．

(5) 角 AEB が直角で，α = 1, β = 2 であるとき，内積
#»

a · #»

b の値を求めよ．
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【答】

(1) y = 1− 2x

(2) y = α
β
x

(3)
#   »
OE =

β
#»
a + α

#»

b
α+ 2β

(4) OF : FB = α : β

(5)
#»
a · #»

b = 11
7

【解答】

(1) 点 Pは直線 BC上にあるから，実数 tを用いて

O A

B

C

D
F

E

•• || ||

#   »
OP =

#   »
OB+ t

#   »
BC

= (1− t)
#   »
OB+ t

#    »
OC

= t
2

#»
a + (1− t)

#»

b

と表すことができる．一方
#   »
OP = x

#»
a + y

#»

b

と定めると，
#»
a，

#»

b は一次独立であるから{
x = t

2
y = 1− t

∴ y = 1 − 2x ……（答）

である．
(2) ODは ∠AOBの二等分線であるから

AD : DB = AO : OB = α : β

である．点 Pは直線 OD上にあるから，実数 k を用いて

#   »
OP = k

#    »
OD = k

β
#»
a + α

#»

b
α+ β

と表すことができる．一方
#   »
OP = x

#»
a + y

#»

b
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と定めると，
#»
a，

#»

b は一次独立であるから
x =

kβ
α+ β

y = kα
α+ β

∴ αx = βy ∴ y = α
β

x ……（答）

である．
(3) 点 Eは直線 BCと直線 ODの交点であるから，(1)と (2)よりy = 1− 2x

y = α
β
x

∴ x =
β

α+ 2β
, y = α

α+ 2β

である．よって

#   »
OE =

β
#»
a + α

#»

b
α + 2β

……（答）

である．

• メネラウスの定理より
BE
EC

× CO
OA

× AD
DB

= 1 ∴ BE
EC

× 1
2

× α
β

= 1

∴ BE
EC

=
2β
α

∴ BE : EC = 2β : α

よって

#   »
OE =

2β
#»
c + α

#»

b
α+ 2β

=
2β

#»
a
2

+ α
#»

b

α+ 2β
=

β
#»
a + α

#»

b
α+ 2β

である．

(4) Fは直線 AE 上の点だから，実数 sを用いて
#   »
OF =

#   »
OA+ s

#   »
AE

= (1− s)
#   »
OA+ s

#   »
OE

= (1− s)
#»
a + s

β
#»
a + α

#»

b
α+ 2β

(∵ (3))

=
(
1− s+

sβ
α+ 2β

)
#»
a + sα

α+ 2β

#»

b

と表すことができる．Fは
#   »
OB 上の点であるから，

1− s+
sβ

α+ 2β
= 0 ∴

(
1− β

α+ 2β

)
s = 1

∴ s =
α+ 2β
α+ β

よって
#   »
OF =

α+ 2β
α+ β

× α
α+ 2β

#»

b = α
α+ β

#»

b

であり

OF : FB = α
α+ β

:
(
1− α

α+ β

)
= α : β ……（答）

である．

• チェバの定理より
OF
FB

× BD
DA

× AC
CO

= 1 　 ∴ OF
FB

× β
α

× 1
1

= 1

∴ OF
FB

= α
β

∴ OF : FB = α : β
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(5) α = 1, β = 2より，
#   »
OE = 2

#»
a +

#»

b
5

であり

O A

B

C

D
F

E
•• || ||

#   »
EA =

#»
a − 2

#»
a +

#»

b
5

= 3
#»
a − #»

b
5

#   »
EB =

#»

b − 2
#»
a +

#»

b
5

= −2
#»
a + 4

#»

b
5

である．角 AEB が直角であるから，
#   »
EA · #   »

EB = 0であ
る．したがって

3
#»
a − #»

b
5

· −2
#»
a + 4

#»

b
5

= 0

(3
#»
a − #»

b ) · ( #»
a − 2

#»

b ) = 0

3| #»
a |2 − 7

#»
a · #»

b + 2| #»

b |2 = 0

∴ #»
a · #»

b = 3× 12 + 2× 22

7
= 11

7
……（答）

である．


