
1

四面体 ABCD において，AB2 +CD2 = BC2 +AD2 = AC2 +BD2，∠ADB = 90◦

が成り立っている．三角形 ABC の重心を G とする．

(1) ∠BDC を求めよ．

(2)

√
AB2 +CD2

DG
の値を求めよ．

(20 千葉大 5)

【答】

(1) ∠BDC = 90◦

(2)

√
AB2 +CD2

DG
= 3

【解答】
AB2 +CD2 = BC2 +AD2 = AC2 +BD2 …… 1⃝

∠ADB = 90◦ …… 2⃝

(1)
#   »
DA =

#»
a ,

#   »
DB =

#»

b ,
#   »
DC =

#»
c とおくと

AB2 +CD2 = | #»

b − #»
a |2 + | − #»

c |2 = | #»
a |2 + | #»

b |2 + | #»
c |2 − 2

#»
a · #»

b …… 3⃝

BC2 +AD2 = | #»
c − #»

b |2 + | − #»
a |2 = | #»

a |2 + | #»

b |2 + | #»
c |2 − 2

#»

b · #»
c

AC2 +BD2 = | #»
c − #»

a |2 + | − #»

b |2 = | #»
a |2 + | #»

b |2 + | #»
c |2 − 2

#»
c · #»

a

であるから

「 1⃝ かつ 2⃝」⇐⇒
{ #»
a · #»

b =
#»

b · #»
c =

#»
c · #»

a
#»
a · #»

b = 0 …… 2⃝′

⇐⇒ #»
a · #»

b =
#»

b · #»
c =

#»
c · #»

a = 0 …… 4⃝

である．
#»

b · #»
c = 0より

∠BDC = 90◦ ……（答）

である．
(2) 3⃝, 2⃝′ より

AB2 +CD2 = | #»
a |2 + | #»

b |2 + | #»
c |2

である．また，Gは三角形 ABCの重心であるから

| #    »
DG|2 =

#»
a +

#»

b +
#»
c

3

2

= 1
9

{
| #»
a |2 + | #»

b |2 + | #»
c |2 + 2(

#»
a · #»

b +
#»

b · #»
c +

#»
c · #»

a )
}

= 1
9

(
| #»
a |2 + | #»

b |2 + | #»
c |2

)
(∵ 4⃝)

である．よって

√
AB2 +CD2

DG
=

√
| #»
a |2 + | #»

b |2 + | #»
c |2

1
3

√
| #»
a |2 + | #»

b |2 + | #»
c |2

= 3 ……（答）

である．


