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3次方程式 x3 + ax2 + b = 0 …… 1⃝について，以下の問いに答えよ．ただし，
a, b は実数とする．

(1) 1⃝が複素数 1 +
√
2i を解にもつとき，a, b の値を求めよ．

(2) 1⃝が 1を解にもち，かつ 1⃝が 2重解をもつとき，a, b の値の組をすべて求めよ．

(3) 1⃝が異なる 3つの実数解をもつための条件を a, b を用いて表し，この条件を満

たす点 (a, b) の範囲を座標平面上に図示せよ．

(21 大阪府大 現シス・生環 4)

【答】

(1) a = − 1
2
, b = 9

2

(2) (a, b) = (−1, 0), (3, − 4),
(
− 3

2
, 1

2

)
(3) b

(
b+ 4

27
a3

)
< 0，図は略

【解答】
x3 + ax2 + b = 0 …… 1⃝

(1) x = 1 +
√
2iは 1⃝の解であるから

(1 +
√
2i)3 + a(1 +

√
2i)2 + b = 0

(1 + 3
√
2i− 6− 2

√
2i) + a(1 + 2

√
2i− 2) + b = 0

(−5 +
√
2i) + a(−1 + 2

√
2i) + b = 0

∴ (−5− a+ b) + (1 + 2a)
√
2i = 0

a, b は実数だから，−5− a+ b, (1 + 2a)
√
2 も実数であり{

−5− a+ b = 0

(1 + 2a)
√
2 = 0

が成り立つ．これを解くと

a = − 1
2
, b = 9

2
……（答）

である．

• α = 1 +
√
2iとおくと

(α− 1)2 = (
√
2i)2 ∴ α2 − 2α+ 3 = 0

x3 + ax2 + bを x2 − 2x+ 3で割ると

x3 + ax2 + b = (x2 − 2x+ 3)(x+ a+ 2) + (2a+ 1)x+ b− 3a− 6

となり，これに αを代入すると

α3 + aα2 + b = 0 + (2a+ 1)(1 +
√
2i) + b− 3a− 6

= (−a+ b− 5) + (2a+ 1)
√
2i

である．これより

(−a+ b− 5) + (2a+ 1)
√
2i = 0

を得る．以下，【解答】と同じ．



2

• 解と係数の関係を用いることもできる．
1⃝は実数を係数するとする 3次方程式であるから，α = 1 +

√
2iが解のとき，

α = 1−
√
2iも解である．残りの解を β とおくと，解と係数の関係より

α+ α+ β = −a

αα+ αβ + βα = 0

ααβ = −b

α+ α = 2, αα = 1 + 2 = 3より
2 + β = −a

3 + 2β = 0

3β = −b

∴ β = − 3
2
, a = − 1

2
, b = 9

2

である．

(2) 1⃝が 1を解にもつから

13 + a · 12 + b = 0 ∴ a = −b− 1 …… 2⃝
である．よって， 1⃝は

x3 − (b+ 1)x2 + b = 0

∴ (x− 1)(x2 − bx− b) = 0 …… 3⃝

3⃝が 2重解をもつ条件は，x2 − bx− b = 0 …… 4⃝が
( i ) 1でない重解をもつ
(ii) 1と 1でない解をもつ

のいずれかである． 4⃝の判別式を D とおくと

D = b2 + 4b = b(b+ 4)

である．

( i ) のとき {
D = 0

12 − b · 1− b \= 0
∴

{
b(b+ 4) = 0

b \= 1
2

∴ b = 0, − 4

2⃝より
(a, b) = (−1, 0), (3, − 4)

(ii) のとき {
D > 0

12 − b · 1− b = 0
∴

{
b < −4 または 0 < b

b = 1
2

∴ b = 1
2

2⃝より

(a, b) =
(
− 3

2
, 1

2

)
である．

よって，求める組 (a, b)は

(a, b) = (−1, 0), (3, − 4),
(
− 3

2
, 1

2

)
……（答）

である．
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(3) f(x) = x3 + ax2 + bとおく．

−3

4

3

−4

b = − 4
27

a3

a

b

O

f ′(x) = 3x2 + 2ax

= 3x
(
x+ 2

3
a
)

1⃝が異なる 3実数解をもつ条件は，y = f(x) のグ
ラフが x 軸と異なる 3点で交わること，すなわち，関
数 f(x) は極大値，極小値をもち，その符号が異なる
ことである．− 2

3
a \= 0

f(0)f
(
− 2

3
a
)
< 0

⇐⇒ f(0)f
(
− 2

3
a
)
< 0

∴ b ·
{(

− 2
3
a
)3

+ a
(
− 2

3
a
)2

+ b
}
< 0

∴ b
(
b + 4

27
a3

)
< 0 ……（答）

これを満たす点 (a, b) の範囲を図示すると右図の
斜線部となる．境界は含まない．


