
1

定積分と漸化式

自然数 nに対して，

In =

∫ π
2

0

cosn x dx

とおく．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) I1，I2 をそれぞれ求めよ．

(2) n ≧ 3に対して，

In = n− 1
n

In−2

が成り立つことを示せ．

(3)

∫ 1

0

(1− t2)n dt < 2
5
を満たす最小の自然数 nを求めよ．
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【答】

(1) I1 = 1，I2 = π
4

(2) 略
(3) n = 5

【解答】

In =

∫ π
2

0

cosn x dx

(1) 積分を実行すると

I1 =

∫ π
2

0

cosx dx =
[
sinx

]π
2

0
= 1 ……（答）

I2 =

∫ π
2

0

cos2 x dx =

∫ π
2

0

1 + cos 2x
2

dx =
[
x
2

+ sin 2x
4

]π
2

0
= π

4
……（答）

(2) 部分積分法を用いると

In =

∫ π
2

0

cosx · cosn−1 x dx

=
[
sinx · cosn−1 x

]π
2

0
−

∫ π
2

0

sinx · (n− 1) cosn−2 x · (− sinx) dx

= 0 + (n− 1)

∫ π
2

0

sin2 x · cosn−2 x dx

= (n− 1)

∫ π
2

0

(1− cos2 x) · cosn−2 x dx

= (n− 1)(In−2 − In)



2

In について整理すると

{1 + (n− 1)}In = (n− 1)In−2

∴ In = n− 1
n

In−2 (n ≧ 3) …… (証明終わり)

(3)

∫ 1

0

(1− t2)n dtにおいて，t = sinx とおくと

dt = cosx dx
t 0 −→ 1

x 0 −→ π
2

であるから ∫ 1

0

(1− t2)n dt =

∫ π
2

0

(1− sin2 x)n · cosx dx =

∫ π
2

0

cos2n+1 x dx = I2n+1

I(奇数) を順次求める．(1)，(2)より

I1 = 1
(
> 2

5

)
I3 = 2

3
I1 = 2

3
· 1 = 2

3

(
> 2

5

)
I5 = 4

5
I3 = 4

5
· 2
3

= 4
3

· 2
5

(
> 2

5

)
I7 = 6

7
I5 = 6

7
·
(
4
3

· 2
5

)
= 8

7
· 2
5

(
> 2

5

)
I9 = 8

9
I7 = 8

9
·
(
8
7

· 2
5

)
= 64

63
· 2
5

(
> 2

5

)
I11 = 10

11
I9 = 10

11
·
(
64
63

· 2
5

)
= 640

693
· 2
5

(
< 2

5

)
より，最小の自然数 nは

2n+ 1 = 11 ∴ n = 5 ……（答）


