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2曲線 C1 : y = eax，C2 : y = a log x+ b は，x座標が t (0 < t < 1)の点で接して

いて，a \= 0 であるとする．ただし，2曲線が点 P で接するとは，P を共有し，P に

おける接線が一致することである．

(1) a および b を t の式で表せ．

(2) 曲線 C1と x軸，y軸および直線 x = tで囲まれた部分の面積を S1(t) とする．極

限値 lim
t→1−0

S1(t) を求めよ．

(3) 曲線 C2 と x 軸および直線 x = t で囲まれた部分の面積を S2(t)とする．極限値

lim
t→1−0

S2(t) を求めよ．

(21 千葉大 8)

【答】

(1) a = − log t
t

, b =
1 + (log t)2

t
(2) lim

t→1−0
S1(t) = 1

(3) lim
t→1−0

S2(t) = 1

【解答】
a \= 0

C1 : y = eax

C2 : y = a log x+ b

(1) f1(x) = eax, f2(x) = a log x+ bとおくと

f1
′(x) = aeax, f2

′(x) = a
x

である．C1, C2 は x = t (0 < t < 1)の点で接しているから{
f1(t) = f2(t) (∵ x = tで点を共有)

f1
′(t) = f2

′(t) (∵ x = tでの接線の傾きが一致)

が成り立つ．{
eat = a log t+ b

aeat = a
t

⇐⇒

b = 1
t
− a log t

at = log 1
t

(
∵ a \= 0より eat =

1

t
…… 1⃝

)
よって

a = 1
t
log 1

t
= − log t

t
…… 2⃝ ……（答）

b = 1
t
+

log t
t

· log t = 1 + (log t)2

t
…… 3⃝ ……（答）

である．
(2) 曲線 C1 と x軸，y軸および直線 x = tで囲まれた部分 C1

C2

t

1

x

y

O

は右図の斜線部分であり，面積 S1(t)は

S1(t) =

∫ t

0

eax dx =
[
eax

a

]t
0
= eat − 1

a

=

1
t
− 1

− log t
t

(∵ 1⃝, 2⃝)

= t− 1
log t



2

である．g(x) = log xとおくと g′(x) = 1
x
であり

lim
t→1−0

S1(t) = lim
t→1−0

1
log t
t− 1

= 1
g′(1)

= 1
1
1

= 1 ……（答）

である．

• eの定義に持ち込んでもよい．

◦ lim
t→1−0

S1(t) = lim
t→1−0

(
eat − 1

at
· t
)
= 1 · 1 = 1である．

◦ h = t− 1とおくと t ##» 1− 0のとき h ##» 0− 0であるから

lim
t→1−0

S1(t) = lim
t→1−0

1
log t
t− 1

= lim
t→1−0

1
log(1 + h)

h

= 1
1

= 1

である．

(3) 曲線 C2 と x軸および直線 x = tで囲まれた部分は右図 C1

C2

t

1

α x

y

O

の斜線部分である．a log x+ b = 0となる xを αとおくと

a logα+ b = 0

∴ α = e−
b
a = e

1+(log t)2

log t (∵ 2⃝, 3⃝) …… 4⃝

である．斜線部分の面積 S2(t)は

S2(t) =

∫ t

α

(a log x+ b) dx

=
[
a(x log x− x) + bx

]t
α

= a(t log t− t)− a(α logα− α) + b(t− α)

= a(t log t− α logα)− a(t− α) + b(t− α)

= a(t log t− α logα) + (b− a)(t− α)

= − log t
t

{
t log t− e

1+(log t)2

log t · 1 + (log t)2

log t

}
+

{
1 + (log t)2

t
+

log t
t

}{
t− e

1+(log t)2

log t

}
(∵ 2⃝, 3⃝, 4⃝)

= −(log t)2 + e
1+(log t)2

log t · 1 + (log t)2

t

+ 1 + (log t)2 + log t− 1 + (log t)2 + log t

t
· e

1+(log t)2

log t

= 1 + log t− log t
t

· e
1+(log t)2

log t

である．

lim
t→1−0

log t = 0

lim
t→1−0

log t
t

= 0

lim
t→1−0

e
1+(log t)2

log t = 0

(
∵ lim

t→1−0

1 + (log t)2

log t
= −∞

)

であるから

lim
t→1−0

S2(t) = 1 ……（答）

である．


