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0 ≦ x ≦ 2π のとき，以下の問いに答えよ．

(1) 方程式 sin 3x = − sinx を満たす x の値をすべて求めよ．

(2) 方程式 sin 3x = sinx を満たす x の値をすべて求めよ．

(3) 不等式 sin 3x ≧ a sinx が −1 ≦ a ≦ 1 を満たすすべての a に対して成り立つよ

うな xの値の範囲を求めよ．

(21 岡山大 理系 1)

【答】

(1) x = 0, π
2
, π, 3

2
π, 2π

(2) x = 0, π
4
, 3

4
π, π, 5

4
π, 7

4
π, 2π

(3) 0 ≦ x ≦ π
4
, 3

4
π ≦ x ≦ π, x = 3

2
π, 2π

【解答】

(1) 方程式 sin 3x = − sinxを整理すると

sin 3x+ sinx = 0

2 sin 2x cosx = 0 (∵ 和を積に直す公式)

∴ sin 2x = 0 または cosx = 0

0 ≦ x ≦ 2π より

sin 2x = 0 の解は 2x = 0, π, 2π, 3π, 4π ∴ x = 0, π
2
, π, 3

2
π, 2π

cosx = 0 の解は x = π
2
, 3

2
π

以上より，求める xの値のすべては

x = 0, π
2
, π, 3

2
π, 2π ……（答）

である．

• 3倍角の公式 sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 xを用いてもよい．

3 sinx− 4 sin3 x = − sinx

4 sinx(1 + sinx)(1− sinx) = 0

∴ sinx = 0, − 1, 1

0 ≦ x ≦ 2π より

x = 0, 2π, π, π
2
, 3

2
π

(2) 方程式 sin 3x = sinxを整理すると

sin 3x− sinx = 0

2 cos 2x sinx = 0 (∵ 差を積に直す公式)

∴ cos 2x = 0 または sinx = 0

0 ≦ x ≦ 2π より

cos 2x = 0 の解は 2x = π
2
, 3

2
π, 5

2
π, 7

2
π ∴ x = π

4
, 3

4
π, 5

4
π, 7

4
π

sinx = 0 の解は x = 0, π, 2π

以上より，求める xの値のすべては

x = 0, π
4
, 3

4
π, π, 5

4
π, 7

4
π, 2π ……（答）

である．
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• 3倍角の公式 sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 xを用いてもよい．

3 sinx− 4 sin3 x = sinx

2 sinx(1 +
√
2 sinx)(1−

√
2 sinx) = 0

∴ sinx = 0, − 1√
2
, 1√

2

0 ≦ x ≦ 2π より

x = 0, π, 2π, 5
4
π, 7

4
π, π

4
, 3

4
π

である．

(3) 「不等式 sin 3x ≧ a sinx が −1 ≦ a ≦ 1 を満たすすべての a に対して成り立つ」…… (∗)
ような xの値の範囲を求める．
xを固定し，aを −1 ≦ a ≦ 1の範囲で動かしたときの a sinxの最大値をM(x)とおくと

(∗) ⇐⇒ sin 3x ≧ M(x)

である．M(x)を sinx (0 ≦ x ≦ 2π)の符号で場合分けしながら xの値の範囲を求める．

( i ) 0 ≦ x ≦ π のとき，sinx ≧ 0であり

− sinx ≦ a sinx ≦ sinx ∴ M(x) = sinx

である．したがって

(∗) ⇐⇒ sin 3x ≧ sinx

⇐⇒ 2 cos 2x sinx ≧ 0 (∵ (2))

⇐⇒
{
cos 2x ≧ 0

sinx ≧ 0
または

{
cos 2x ≦ 0

sinx ≦ 0

0 ≦ x ≦ π より{
0 ≦ 2x ≦ π

2
または 3

2
π ≦ 2x ≦ 2π

0 ≦ x ≦ π
または

{ π
2

≦ 2x ≦ 3
2
π

x = 0 または π

∴ 0 ≦ x ≦ π
4
または 3

4
π ≦ x ≦ π

(ii) π ≦ x ≦ 2π のとき，sinx ≦ 0であり

sinx ≦ a sinx ≦ − sinx ∴ M(x) = − sinx

である．したがって

(∗) ⇐⇒ sin 3x ≧ − sinx

⇐⇒ 2 sin 2x cosx ≧ 0 (∵ (1))

⇐⇒
{
sin 2x ≧ 0

cosx ≧ 0
または

{
sin 2x ≦ 0

cosx ≦ 0

π ≦ x ≦ 2π より{
2π ≦ 2x ≦ 3π または 2x = 4π
3
2
π ≦ x ≦ 2π

または

{
3π ≦ 2x ≦ 4π

π ≦ x ≦ 3
2
π

∴ x = 3
2
π, 2π または x = 3

2
π

∴ x = 3
2
π, 2π

以上，( i )または (ii)をまとめると

0 ≦ x ≦ π
4
, 3

4
π ≦ x ≦ π, x = 3

2
π, 2π ……（答）

である．
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• f(a) = −a sinx+ sin 3xとおくと，(∗)である条件は

(−1 ≦ a ≦ 1における f(a)の最小値) ≧ 0

⇐⇒
{
f(−1) ≧ 0

f(1) ≧ 0

⇐⇒
{
sinx+ sin 3x ≧ 0

− sinx+ sin 3x ≧ 0

3倍角の公式を用いて整理すると{
4 sinx(1 + sinx)(1− sinx) ≧ 0

2 sinx(1 +
√
2 sinx)(1−

√
2 sinx) ≧ 0{

sinx ≦ −1 または 0 ≦ sinx ≦ 1

sinx ≦ − 1√
2
または 0 ≦ sinx ≦ 1√

2

∴ sinx ≦ −1 または 0 ≦ sinx ≦ 1√
2

0 ≦ x ≦ 2π より

x = 3
2
π, 0 ≦ x ≦ π

4
, 3

4
π ≦ x ≦ π, x = 2π

である．


