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三角形 ABC において，AB = 6, BC = 4, CA = 5，外心を O とする．また，三

角形 ABC の外接円と線分 BO の延長の交点のうち B でないものを D，辺 AB の延

長と線分 CD の延長の交点を E，辺 AC と線分 BD の交点を F，辺 BC と線分 EF

の延長の交点を G とする．このとき，AE = 10
9
となる．

(1) 三角形 ABC の外接円の半径を求めよ．

(2) 線分 DE の長さを求めよ．

(3) EF : FG を求めよ．
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【答】

(1)
8
√
7

7

(2) DE =
32

√
7

63
(3) EF : FG = 13 : 27

【解答】

(1) 三角形 ABCで余弦定理を用いると

B C

A

O

E

D

F

G

6

4

5

cos∠ABC = 36 + 16− 25
2 · 6 · 4 = 9

16

0◦ < ∠ABC < 180◦ より

sin∠ABC =

√
1−

(
9
16

)2

=
5
√
7

16

三角形ABCの外接円の半径Rは，正弦定理より

R = CA
2 sin∠ABC

= 5

2 · 5
√
7

16

=
8
√
7

7
……（答）

である．
(2) 三角形 ABDにおいて BD は外接円の直径であるから

BD = 2R =
16

√
7

7

また，三角形 ABD は ∠BADが直角の直角三角形であるから

AD =

√(
16

√
7

7

)2

− 62 =
2
√
64 · 7− 9 · 49

7
=

2
√
7

7

三角形 ADE は ∠EADが直角の直角三角形であるから

DE =

√(
2
√
7

7

)2

+
(
10
9

)2

=
2
√
7 · 81 + 25 · 49

63

=
2
√
7 · 256
63

=
32

√
7

63
……（答）

である．
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• Eについて方べきの定理を用いる．

EA · EB = ED · EC

△EBCは ∠ECBが直角の直角三角形であるから

EA · EB = ED · EB sin∠ABC

∴ DE = EA
sin∠ABC

=

10
9

5
√
7

16

= 32

9
√
7

=
32

√
7

63

である．

(3) 三角形 BGE と線分 AC にメネラウスの定理を用いると

EF
FG

· GC
CB

· BA
AE

= 1

EF
FG

· GC
4

· 6
10
9

= 1

∴ EF
FG

= 20
27

· 1
GC

GCの長さを求める．まず，三角形 BCD は ∠BCDが直角の直角三角形であるから

CD =

√(
16

√
7

7

)2

− 42 =
4
√
16 · 7− 72

7
=

12
√
7

7

三角形 BCE にチェバの定理を用いると

BG
GC

· CD
DE

· EA
AB

= 1

BG
CG

·
12

√
7

7

32
√
7

63

·
10
9
6

= 1

BG
CG

· 27
8

· 5
27

= 1 ∴ BG : CG = 8 : 5

∴ CG = 5
13

BC = 5
13

· 4 = 20
13

よって

EF
FG

= 20
27

· 13
20

= 13
27

∴ EF : FG = 13 : 27 ……（答）

である．


