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a, b を正の実数とし，s, t を 0 < s < 1, 0 < t < 1 を満たす実数とする．座標平

面上に原点 O と 2点 A(a, 0)，B(0, b) がある．線分 OA を s : (1 − s) に内分する

点を P，線分 BA を t : (1− t) のに内分する点を Q，線分 BP と線分 OQ の交点を

R とする．
#    »

OR = k
#    »

OQ とするとき，次の問いに答えよ．

(1) k を s, t で表せ．

(2) R が線分 OP を直径とする円の円周上にあるとする．このとき，

k =
(1− t)b2

t2a2 + (1− t)2b2
であることを示せ．

(3) (2) のときの R が，△OAB の重心 G と一致するとき， a
b
の値を求めよ．
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【答】

(1) k = s
s+ t− st

(2) 略

(3) a
b

=
√
2

【解答】

(1) Rは直線 OQ上の点で，Qは線分 BA を t : (1 − t)

A

B

P a

b

Q

R

s⃝
�� ��1− s

�� ��1− t

t⃝

x

y

O

に内分する点なので
#    »
OR = k

#    »
OQ

= k{t #   »
OA+ (1− t)

#   »
OB}

= tk
#   »
OA+ (1− t)k

#   »
OB

が成り立つ．また，Pは線分 OA を s : (1− s) に内分
する点なので

#   »
OP = s

#   »
OA ∴ #   »

OA = 1
s

#   »
OP

であり
#    »
OR = tk

s

#   »
OP+ (1− t)k

#   »
OB

と表される．点 R は直線 BP 上にあるので

tk
s

+ (1− t)k = 1 ∴ k = s
s + t − st

……（答）

である

• △PABと直線 OQでメネラウスの定理を用いると

OR
RQ

× QB
BA

× AP
PO

= 1

k
1− k

× t
1

× 1− s
s

= 1

∴ k = s
t(1− s)

(1− k)

∴
{
1 + s

t(1− s)

}
k = s

t(1− s)
∴ k = s

s+ t− st

である．
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(2) 点 R が線分 OP を直径とする円の円周上にあるとき，∠ORP = 90◦ が成り立つから
#    »
OQ · #   »

BP = 0

⇐⇒ {t #   »
OA+ (1− t)

#   »
OB} · (s #   »

OA− #   »
OB) = 0

⇐⇒ st| #   »
OA|2 − (1− t)| #   »

OB|2 = 0 (∵ #   »
OA · #   »

OB = 0)

∴ sta2 − (1− t)b2 = 0 ∴ s =
(1− t)b2

ta2

これを (1) の結果に代入すると

k =

(1− t)b2

ta2

(1− t)b2

ta2 + t− (1− t)b2

ta2 × t

=
(1− t)b2

t2a2 + (1− 2t+ t2)b2

=
(1− t)b2

t2a2 + (1− t)2b2
…… (証明終わり)

である．
(3) △OAB の重心 G は

#    »
OG = 1

3

#   »
OA+ 1

3

#   »
OB

と表せるから，(1) の
#    »
OR = tk

#   »
OA+ (1− t)k

#   »
OB

と比べて，R が G と一致する条件は
tk = 1

3

(1− t)k = 1
3

∴ k = 2
3
, t = 1

2

である．さらに，点 R が (2) の条件を満たすとき

2
3

=

1
2
b2

1
4
a2 + 1

4
b2

⇐⇒ 2
3

= 2b2

a2 + b2
⇐⇒ a2

b2
+ 1 = 3

が成り立つ．a, bともに正であるから
a
b

=
√
2 ……（答）

である．


