
1

複素数 z + 1
z

=
√
3を満たすとき z10 + 1

z10
の値は 　 である．
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【答】
　

1

【解答】

z + 1
z

=
√
3 ⇐⇒ z2 −

√
3z + 1 = 0

∴ z =

√
3± i
2

= cos
(
± π

6

)
+ i sin

(
± π

6

)
(以下，複号同順)

である．これより，ド・モアブルの定理を用いると

z10 + 1
z10

= z10 + z−10

=
{
cos

(
± 10π

6

)
+ i sin

(
± 10π

6

)}
+

{
cos

(
± (−10)π

6

)
+ i sin

(
± (−10)π

6

)}
=

(
cos 5π

3
± i sin 5π

3

)
+

(
cos 5π

3
∓ i sin 5π

3

)
= 2 cos 5π

3

= 1 ……（答）

である．

• z10 + 1
z10

が現れるように，(∗)を用いて zn + 1
zn

(n = 2, 3, 5, 10) を順次つくって

いく．

z2 + 1
z2

=
(
z + 1

z

)2

− 2 · z · 1
z

= 3− 2 = 1 …… ア⃝

z3 + 1
z3

=
(
z + 1

z

)3

− 3 · z · 1
z

(
z + 1

z

)
= 3

√
3− 3

√
3 = 0 …… イ⃝

ア⃝, イ⃝の辺々を掛けると

z5 + 1
z

+ z + 1
z5

= 1 · 0 ∴ z5 + 1
z5

+
√
3 = 0 (∵ (∗))

∴ z5 + 1
z5

= −
√
3 …… ウ⃝

ウ⃝の辺々を 2乗すると

z10 + 2 · z5 · 1
z5

+ 1
z10

= 3 ∴ z10 + 1
z10

= 1

である．


