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複素数

α =

√
3i

1 +
√
3i

に対して，複素数 zn を

zn = 8αn−1 (n = 1, 2, 3, · · ·)

によって定める．ただし，iは虚数単位とする．複素数平面において，原点をOとし，

zn が表す点を Pn とする．このとき，次の問 (1)～(5)に答えよ．解答欄 (省略)には

答えだけでなく途中経過も書くこと．

(1) αの絶対値 |α|と偏角 argα をそれぞれ求めよ．ただし，0 ≦ argα < 2πとする．

(2) z2, z3 の実部と虚部をそれぞれ求めよ．

(3) zn の極形式を nを用いて表せ．

(4) O, Pn, Pn+1 を頂点とする三角形の面積 Sn を nを用いて表せ．

(5) (4)で定めた Sn に対して，無限級数
∞∑

n=1
Sn の和 S を求めよ．

(22 立教大 理 4)

【答】

(1) |α| =
√
3
2

, argα = π
6

(2) z2 の実部は 6，虚部は 2
√
3，z3 の実部は 3，虚部は 3

√
3

(3) zn = 8

( √
3
2

)n−1 {
cos

(n− 1)π

6
+ i sin

(n− 1)

6

}
(4) Sn = 8

√
3
(
3
4

)n−1

(5) S = 32
√
3

【解答】

α =

√
3i

1 +
√
3i

, zn = 8αn−1 (n ≧ 1)

(1) αを極形式で表すと

α =

√
3
(
cos π

2
+ i sin π

2

)
2
(
cos π

3
+ i sin π

3

)
=

√
3
2

{
cos

(
π
2

− π
3

)
+ i sin

(
π
2

− π
3

)}
=

√
3
2

(
cos π

6
+ i sin π

6

)
である．0 ≦ argα < 2π より

|α| =
√
3
2

, argα = π
6

……（答）

である．



2

(2) (1) より

z2 = 8α = 8 ·
√
3
2

(
cos π

6
+ i sin π

6

)
= 4

√
3

( √
3
2

+ 1
2
i

)
= 6 + 2

√
3i

z3 = 8α2 = 8 ·
( √

3
2

)2 {
cos

(
2 · π

6

)
+ i sin

(
2 · π

6

)}
= 6

(
1
2

+

√
3
2

i

)
= 3 + 3

√
3i

であるから，

z2の実部は 6，虚部は 2
√
3 ……（答）

であり

z3の実部は 3，虚部は 3
√
3 ……（答）

である．
(3) (1) より，zn の極形式は

zn = 8αn−1

= 8

( √
3
2

)n−1 {
cos

(n − 1)π

6
+ i sin

(n − 1)

6

}
……（答）

である．
(4) △OPnPn+1 について調べる．

zn+1 = 8αn = αzn =

√
3
2

(
cos π

6
+ i sin π

6

)
zn

Pn+1 は Pn を原点のまわりに π
6
回転し，原点を中心に

√
3
2
倍した点であるから

∠PnOPn+1 = π
6
, OPn = |zn| = 8

( √
3
2

)n−1

, OPn+1 = 8

( √
3
2

)n

である．よって

Sn = 1
2

·OPn ·OPn+1 sin
π
6

= 1
2

· 8
( √

3
2

)n−1

· 8
( √

3
2

)n

· 1
2

= 8
√
3
(
3
4

)n−1

……（答）

である．

(5) (4)より，
∞∑

n=1

Sn は初項 8
√
3，公比 3

4
の無限等比級数である．|(公比)| < 1 なので収束

し，和 S は

S =
8
√
3

1− 3
4

= 32
√
3 ……（答）

である．


