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0 ≦ θ < π
2
において tan θ = 4

3
とする．an = 5n cosnθ, bn = 5n sinnθ に関して

以下の問いに答えよ．ただし n を自然数とする．

(1) cos θ, sin θ の値を求めよ．

(2) a2 + b2 の値を求めよ．

(3) an+1, bn+1 をそれぞれ an, bn を用いて表せ．
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【答】

(1) cos θ = 3
5
, sin θ = 4

5
(2) 17
(3) an+1 = 3an − 4bn, bn+1 = 4an + 3bn

【解答】

(1) tan θ = 4
3

(
0 ≦ θ < π

2

)
より，θ は右図の直角三角形と相似な三角

3

45

θ

形の内角である．よって

cos θ = 3
5
, sin θ = 4

5
……（答）

である．
(2) 2倍角の公式より

a2 = 52 cos 2θ = 25(2 cos2 θ − 1) = 25
{
2
(
3
5

)2

− 1
}
= 18− 25 = −7,

b2 = 52 sin 2θ = 25 · 2 sin θ cos θ = 25 · 2 · 4
5

· 3
5

= 24

であり

a2 + b2 = −7 + 24 = 17 ……（答）

である．
(3) 加法定理より

an+1 = 5n+1 cos(n+ 1)θ

= 5n+1(cosnθ cos θ − sinnθ sin θ)

= 5n+1
(
3
5
cosnθ − 4

5
sinnθ

)
(∵ (1))

= 3 · 5n cosnθ − 4 · 5n sinnθ

= 3an − 4bn ……（答）

であり，同様にして

bn+1 = 5n+1 sin(n+ 1)θ

= 5n+1(sinnθ cos θ + cosnθ sin θ)

= 5n+1
(
3
5
sinnθ + 4

5
cosnθ

)
(∵ (1))

= 3 · 5n sinnθ + 4 · 5n cosnθ

= 3bn + 4an

= 4an + 3bn ……（答）

である．
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• {an}, {bn}の一般項を求めておく．

a1 = 5 · 3
5

= 3, b1 = 5 · 4
5

= 4{
an+1 = 3an − 4bn

bn+1 = 4an + 3bn

{an + tbn}が等比数列になるような定数 tを求める．

an+1 + tbn+1 = (3an − 4bn) + t(4an + 3bn) = (4t+ 3)an + (3t− 4)bn

= (4t+ 3)
(
an + 3t− 4

4t+ 3
bn

)
4t+ 3 \= 0かつ 3t− 4

4t+ 3
= tをみたす tとして t = ±iが得られる．

t = iのとき，{an + ibn}は初項 3 + 4i，公比 4i+ 3の等比数列であるから

an + ibn = (3 + 4i)(4i+ 3)n−1 = (3 + 4i)n …… 1⃝

t = −iのとき，{an − ibn}は初項 3− 4i，公比 −4i+ 3の等比数列であるから

an − ibn = (3− 4i)(−4i+ 3)n−1 = (3− 4i)n …… 2⃝

1⃝, 2⃝より

an = 1
2
{(3 + 4i)n + (3− 4i)n}

bn = − i
2
{(3 + 4i)n − (3− 4i)n}

を得る．


