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座標平面上で，点 (s, t) から放物線 y = x2 − 3x− 2 へ異なる 2本の接線が引ける

とき，接点を A，Bとする．ただし，x 座標が大きい方を A とする．

(1) A，B の x 座標を s, t を用いて表せ．

(2) 線分 AB の長さ L を s, t を用いて表せ．

(3) (s, t) が直線 y = −3x− 2 の上を動くとき，s ≧ 1 での L の最小値を求めよ．

(22 東京海洋大 海洋工 2)

【答】

(1) Aの x座標は s+
√
s2 − 3s− t− 2，Bの x座標は s−

√
s2 − 3s− t− 2

(2) L = 2
√

2(s2 − 3s− t− 2)(2s2 − 6s+ 5)

(3)
5
√
5

4

【解答】
y = x2 − 3x− 2

(1) y′ = 2x− 3

(s, t)

A

B

x

y

O

放物線 y = x2 − 3x− 2 上の点 (u, u2 − 3u− 2)における
接線の方程式は

y = (2u− 3)(x− u) + u2 − 3u− 2

∴ y = (2u− 3)x− u2 − 2

である．これが点 (s, t) を通るから

t = (2u− 3)s− u2 − 2

u2 − 2su+ 3s+ t+ 2 = 0 …… 1⃝

が成り立つ．点 (s, t) から放物線 y = x2 − 3x− 2へ異なる
2本の接線が引けるとき， 1⃝は異なる 2つの実数解をもち，判別式は正であるから

s2 − (3S + t+ 2) > 0

s2 − 3s− t− 2 > 0

を満たす．このとき，接点 A，Bの x 座標は

順に s +
√

s2 − 3s − t − 2, s −
√

s2 − 3s − t − 2 ……（答）

である．
(2) A，B の x 座標をそれぞれ α, β とおくと

L2 = (α− β)2 + {(α2 − 3α− 2)− (β2 − 3β − 2)}2

= (α− β)2 + {α2 − β2 − 3(α− β)}2

= (α− β)2{1 + (α+ β − 3)2}

α, β は 1⃝の解であるから

α− β = 2
√

s2 − 3s− t− 2, α+ β = 2s

であり

L2 = 4(s2 − 3s− t− 2){1 + (2s− 3)2}

= 4(s2 − 3s− t− 2)(4s2 − 12s+ 10)

= 8(s2 − 3s− t− 2)(2s2 − 6s+ 5) …… 2⃝

∴ L = 2
√

2(s2 − 3s − t − 2)(2s2 − 6s + 5) ……（答）

である．
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(3) s, tは t = −3s− 2 を満たすから， 2⃝は

L2 = 8s2(2s2 − 6s+ 5)

= 8(2s4 − 6s3 + 5s2)

となる．f(s) = 2s4 − 6s3 + 5s2 とおくと

f ′(s) = 8s3 − 18s2 + 10s

= 2s(s− 1)(4s− 5)

s ≧ 1における f(s)の増減は下表となる．

s 1 · · · 5
4

· · ·

f ′(s) − 0 +

f(s)

よって，s ≧ 1において，Lは s = 5
4
のとき

最小値

√
8f

(
5
4

)
=

√
8
(
5
4

)2 (
2 · 25

16
− 6 · 5

4
+ 5

)
=

√(
5
4

)2

(25− 12 · 5 + 8 · 5)

=
5
√
5

4
……（答）

をとる．

• 直線 y = −3x − 2 は放物線 y = x2 − 3x − 2 上の点

(s, t)

A

B

x

y

O

(0, − 2)における接線であり，s ≧ 0のとき，接点 A，
Bの座標は

A
(
2s, 4s2 − 6s− 2

)
, B(0, − 2)

である．さらに，Lが最小となる s = 5
4
のときは

A
(
5
2
, − 13

4

)
であり，放物線 y = x2 − 3x− 2上の点 Aにおける

接線の傾きは 2 · 5
2

− 3 = 2,

直線 ABの傾きは
− 13

4
− (−2)

5
2

− 0
= − 1

2

であるから，点 Aにおける接線と直線 ABは直交している．


