
1

関数 fn(x) (n = 1, 2, 3, · · ·)を
f1(x) = x3,

fn+1(x) = x+ 1
3

∫ 1

0

fn(x) dx (n = 1, 2, 3, · · ·)

によって定める．

(1) 関数 f2(x)，f3(x)を求めよ．

(2) n ≧ 2のとき，関数 fn(x)を nと xの式で表せ．

(22 富山大 後 理 1)

【答】

(1) f2(x) = x+ 1
12
，f3(x) = x+ 7

36

(2) fn(x) = x+ 1
4

− 1
2

(
1
3

)n−1

(n ≧ 2)

【解答】
f1(x) = x3,

fn+1(x) = x+ 1
3

∫ 1

0

fn(x) dx (n ≧ 1) …… 1⃝

(1) 1⃝に n = 1, 2を順次代入し，計算していくと

f2(x) = x+ 1
3

∫ 1

0

f1(x) dx

= x+ 1
3

∫ 1

0

x3 dx

= x+ 1
3

[
x4

4

]1
0

= x + 1
12

……（答）

f3(x) = x+ 1
3

∫ 1

0

f2(x) dx

= x+ 1
3

∫ 1

0

(
x+ 1

12

)
dx

= x+ 1
3

[
x2

2
+ x

12

]1
0

= x + 7
36

……（答）

である．

(2) 1⃝において， 1
3

∫ 1

0

fn(x)dxは定数であるから，これを an とおくと，n ≧ 2のとき

fn(x) = x+ an (an は定数)

となる．このとき 1⃝は

x+ an+1 = x+ 1
3

∫ 1

0

(x+ an) dx

= x+ 1
3

[
x2

2
+ anx

]1
0

= x+ 1
3

(
1
2

+ an

)



2

整理すると

an+1 = 1
3
an + 1

6
(n ≧ 2)

となる．これは

an+1 − 1
4

= 1
3

(
an − 1

4

)
と変形される．数列

{
an − 1

4

}
は初項 a2 − 1

4
= 1

12
− 1

4
= − 1

6
，公比 1

3
の等比数列で

あるから

an − 1
4

= − 1
6

(
1
3

)n−2

∴ an = 1
4

− 1
2

(
1
3

)n−1

よって，n ≧ 2のとき

fn(x) = x + 1
4

− 1
2

(
1
3

)n−1

……（答）

である．


