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定数 a, b に対して，f(x) = x3 + ax2 + bx とする．曲線 y = f(x) と直線 y = 3x

が異なる 3点で交わるとき，次の問いに答えなさい．

(1) 定数 A, B に対して，方程式 x2 + Ax + B = 0 の 2つの解を α, β とする．こ

のとき，α2 + β2, α4 + β4 を A, B をもちいて表しなさい．

(2) 以下の ア にはいる不等式を求めなさい．

b > 3 のとき，a, b のみたす条件は b > 3 かつ ア である．

(3) (2) で定めた下線部が表す領域を ab 平面上に図示しなさい．

(4) b < 3 のとき，曲線 y = f(x) と y = 3x で囲まれた 2つの図形の面積の和を a, b

をもちいて表しなさい．ただし，x3 の原始関数の一つとして x4

4
があることを必

要に応じてもちいてよい．

(22 福島大 後 食農 2)

【答】

(1) α2 + β2 = A2 − 2B，α4 + β4 = A4 − 4A2B + 2B2

(2) b < a2

4
+ 3

(3) 略

(4) a4

12
− b− 3

2
a2 +

(b− 3)2

2

【解答】

(1) α, β は 2次方程式 x2 +Ax+B = 0の解であるから，解と係数の関係より{
α+ β = −A

αβ = B

が成り立つ．よって

α2 + β2 = (α+ β)2 − 2αβ

= (−A)2 − 2B

= A2 − 2B ……（答）

α4 + β4 = (α2 + β2)2 − 2α2β2

= (A2 − 2B)2 − 2B2

= A4 − 4A2B + 2B2 ……（答）

である．
(2) 曲線 y = x3 + ax2 + bxと直線 y = 3xは異なる 3点で交わるから

x3 + ax2 + bx = 3x

∴ x(x2 + ax+ b− 3) = 0

は異なる 3つの実数解をもつ．すなわち，2次方程式

x2 + ax+ b− 3 = 0

は 0以外の異なる実数解をもつ．g(x) = x2 + ax+ b− 3とおくと

g(0) = b− 3 \= 0 (∵ b > 3)
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なので，g(x) = 0の判別式を D とおくと，求める条件は D > 0 である．

D = a2 − 4(b− 3)

より

D > 0 ⇐⇒ b < a2

4
+ 3

よって，a, b のみたす条件は

b > 3 かつ b < a2

4
+ 3 ……（答）

である．
(3) (2)で求めた条件を表す領域を ab平面に図示すると，右

b =
a2

4
+ 3

b = 33

a

b

O
上の斜線部分となる．ただし，境界は含まない．

(4) b < 3のとき，つねにD > 0が成り立つから，g(0) \= 0

α

β

y = f(x)

y = 3x

x

y

O

もあわせると，g(x) = 0は x = 0以外の異なる 2つの
実数解をつねにもつ．この解を α, β (α < β)とおく．

αβ = b− 3 < 0

より，α, β は異符号であり

α < 0 < β

である．曲線 y = f(x)と y = 3xで囲まれた 2つの図
形は右図の斜線部分となる．求める面積の和 S は

S =

∫ 0

α

{(x3 + ax2 + bx)− 3x} dx

+

∫ β

0

{3x− (x3 + ax2 + bx)} dx

=
[
x4

4
+ a x3

3
+ (b− 3) x

2

2

]0
α

+
[
− x4

4
− a x3

3
− (b− 3) x

2

2

]β
0

= − 1
4
(α4 + β4)− a

3
(α3 + β3)− b− 3

2
(α2 + β2)

(1)における A, B を A = a, B = b− 3とすると

α4 + β4 = a4 − 4a2(b− 3) + 2(b− 3)2

α3 + β3 = (α+ β)3 − 3αβ(α+ β)

= (−A)3 − 3B(−A)

= −A3 + 3AB

= −a3 + 3a(b− 3)

α2 + β2 = a2 − 2(b− 3)

であるから

S = − 1
4
{a4 − 4a2(b− 3) + 2(b− 3)2}

− a
3
{−a3 + 3a(b− 3)} − b− 3

2
{a2 − 2(b− 3)}

= − a4

4
+ a2(b− 3)− (b− 3)2

2

+ a4

3
− a2(b− 3)− b− 3

2
a2 + (b− 3)2

= a4

12
− b − 3

2
a2 +

(b − 3)2

2
……（答）

である．


