
1

rを実数とする．次の条件によって定められる数列 {an}, {bn}, {cn}を考える．

a1 = r, an+1 =
[an ]

4
+

an
4

+ 5
6

(n = 1, 2, 3, · · ·)

b1 = r, bn+1 =
bn
2

+ 7
12

(n = 1, 2, 3, · · ·)

c1 = r, cn+1 =
cn
2

+ 5
6

(n = 1, 2, 3, · · ·)

ただし，[x]は xを超えない最大の整数とする．以下の問に答えよ．

(1) lim
n#»∞

bn と lim
n#»∞

cn を求めよ．

(2) bn ≦ an ≦ cn (n = 1, 2, 3, · · ·)を示せ．
(3) lim

n#»∞
an を求めよ．
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【答】

(1) lim
n#»∞

bn = 7
6
と lim

n#»∞
cn = 5

3
(2) 略

(3) 13
9

【解答】

a1 = r, an+1 =
[an ]

4
+

an

4
+ 5

6
(n = 1, 2, 3, · · ·) …… 1⃝

b1 = r, bn+1 =
bn
2

+ 7
12

(n = 1, 2, 3, · · ·) …… 2⃝

c1 = r, cn+1 =
cn
2

+ 5
6

(n = 1, 2, 3, · · ·) …… 3⃝

(1) 2⃝は

bn+1 − 7
6

= 1
2

(
bn − 7

6

)
と変形される．数列

{
bn − 7

6

}
は初項 b1 − 7

6
= r − 7

6
，公比 1

2
の等比数列であるから

bn − 7
6

=
(
r − 7

6

)(
1
2

)n−1

∴ bn = 7
6

+
(
r − 7

6

)(
1
2

)n−1

である．よって

lim
n→∞

bn = 7
6

……（答）

である．
同様にして， 3⃝より

cn+1 − 5
3

= 1
2

(
cn − 5

3

)
∴ cn − 5

3
=

(
r − 5

3

)(
1
2

)n−1

∴ cn = 5
3

+
(
r − 5

3

)(
1
2

)n−1



2

であり

lim
n→∞

cn = 5
3

……（答）

である．
(2) すべての自然数 n に対して

bn ≦ an ≦ cn …… (∗)
が成り立つことを，数学的帰納法で示す．

( i ) n = 1のとき
b1 = a1 = c1 = r であり，(∗)は成り立つ．

(ii) n = k のときの成立を仮定する．
[an ]は an を超えない最大の整数であるから

[an ] ≦ an < [an ] + 1

∴ an − 1 < [an] ≦ an

が成り立つ． 1⃝より

an+1 =
[an]

4
+

an

4
+ 5

6

>
an − 1

4
+

an

4
+ 5

6

=
an

2
+ 7

12

≧ bn
2

+ 7
12

(∵ 帰納法の仮定)

= bn+1

また

an+1 =
[an]

4
+

an

4
+ 5

6

≦ an

4
+

an

4
+ 5

6

=
an

2
+ 5

6

≦ cn
2

+ 5
6

(∵ 帰納法の仮定)

= cn+1

が成り立つ．あわせると

bn+1 ≦ an+1 ≦ cn+1

であり，n = k + 1のときも (∗)が成り立つ．

以上 ( i )，(ii)より，すべての自然数に対して (∗) は成り立つ． …… (証明終わり)

(3) (1)の結果より，nが十分大きいとき

bn は 7
6
の十分近い値，cn は 5

3
の十分近い値

となる，すなわち，任意の正数 εに対し，nを十分大きくとれば

7
6

− ε < bn < 7
6

+ ε かつ 5
3

− ε < cn < 5
3

+ ε

が成り立つ．(2)もあわせると

7
6

− ε < bn ≦ an ≦ cn < 5
3

+ ε



3

であり．正数 εを十分小さくとることにより

1 < an < 2

が成り立つ．したがって，十分大きい nに対しては

[an ] = 1 …… 4⃝

となる．mを n ≧ mを満たすすべての nに対して 4⃝が成り立つ整数とする．n ≧ mのとき

an+1 = 1
4

+
an

4
+ 5

6
=

an

4
+ 13

12

an+1 − 13
9

= 1
4

(
an − 13

9

)
∴ an = 13

9
+

(
am − 13

9

)(
1
4

)n−m

であり

lim
n#»∞

an = 13
9

……（答）

である．

• lim
n#»∞

bn， lim
n#»∞

cn の存在を仮定すると，すなわち， lim
n#»∞

bn = β， lim
n#»∞

cn = γ となる

β, γ の存在を認めると

β =
β
2

+ 7
12

∴ β = 7
6

γ =
γ
2

+ 5
6

∴ γ = 5
3

を得るが，これで終わっては解答とし不十分．

• (3)は (2)の不等式によるハサミウチというわけにはいかない．しかし， lim
n#»∞

bn = 7
6
，

lim
n#»∞

cn = 5
3
より，(2)とあわせると nが十分大きいとき [an ] = 1といえる．ここが

この問題のポイント．


