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以下，log は自然対数であり，e はその底とする．

a は 0 < a < 1 を満たす定数とする．次の方程式の異なる実数解の個数を求めよう．

x2 = a−x

f(x) = x2ax とおけば，f(x) は x = ア で極小値 イ をとり，x = ウ で極大

値 エ をとる．また， lim
x→−∞

f(x) = オ であり， lim
x→∞

f(x) = 0 である．

したがって，求める実数解の個数は，0 < a < カ のとき キ 個，a = カ の

とき ク 個， カ < a < 1 のとき ケ 個となる．
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【答】
ア

0

イ

0

ウ

− 2
log a

エ

4
(e log a)2

オ

∞

カ

e
−2
e

キ

1

ク

2

ケ
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【解答】
x2 = a−x ⇐⇒ x2ax = 1

f(x) = x2ax とおくと

x · · · 0 · · · α · · ·

f ′(x) − 0 + 0 −

x

f ′(x) = 2x · ax + x2 · ax log a

= xax(2 + x log a)

0 < a < 1 より log a < 0であり，− 2
log a

> 0である．

α = − 2
log a

とおくと，f(x) の増減は右表となる．

したがって，f(x) は

x = 0 で 極小値 f(0) = 0 ……（答）

x = α = − 2
log a

で ……（答）

　極大値 f(α) = α2aα =
(
− 2

log a

)2

a
− 2

log a =
(

2
log a

)2

a−2loga e

=
(

2
log a

)2

e−2 = 4
(e log a)2

……（答）

をとる．また

lim
x→−∞

f(x) = ∞ ……（答）

であり

lim
x→∞

f(x) = 0

である．
したがって，y = f(x) のグラフは，次のようになる．

y = f(x)

α

4
(e log a)2

x

y

O
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方程式 x2 = a−x の実数解の個数は，y = f(x) のグラフと直線 y = 1 の共有点の個数であ

る．ここで，不等式 4
(e log a)2

< 1 (共有点が 1個の場合)を解くと

(log a)2 > 4
e2

0 < a < 1より log a < 0であるから

log a < − 2
e

∴ (0 <) a < e−
2
e

以上より，方程式 x2 = a−x の実数解の個数は

0 < a < e
−2
e のとき 1個， ……（答）

a = e
−2
e のとき 2個， ……（答）

e
−2
e < a < 1 のとき 3個 ……（答）

である．


