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4つの関数

1⃝ f(x) = x2 2⃝ f(x) = 1− x 3⃝ f(x) = ex 4⃝ f(x) = sin 2πx

を考える．それぞれの関数と正の整数 n について，2つの数列を an =

∫ n

0

f(x) dx，

bn =
n∑

k=1

f(k) とするとき，任意の n について an < bn を満たす関数をすべて選びな

さい．解答欄には 1⃝～ 4⃝の番号で答えなさい．
(22 公立千歳科技大 中期 理工 1(8))

【答】 1⃝, 3⃝

【解答】

1⃝ f(x) = x2 のとき

an =

∫ n

0

x2 dx =
[
x3

3

]n
0
= n3

3
,

bn =
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
= n3

3
+ n2

2
+ n

6

であり，任意の正の整数 n について n2

2
+ n

6
> 0であるから，an < bn が成り立つ．

2⃝ f(x) = 1− xのとき

an =

∫ n

0

(1− x) dx =
[
x− x2

2

]n
0
= n− n2

2
,

bn =
n∑

k=1

(1− k) =
n(1− n)

2
= n

2
− n2

2

であり，任意の正の整数 n について n > n
2
であるから，an > bn が成り立つ．

3⃝ f(x) = ex のとき

an =

∫ n

0

ex dx =
[
ex

]n
0
= en − 1,

bn =
n∑

k=1

ex = e+ e2 + · · ·+ en

であり，任意の正の整数 n について −1 < e+ e2 + · · ·+ en−1 であるから，an < bn が成り
立つ．

4⃝ f(x) = sin 2πxのとき

an =

∫ n

0

sin 2πx dx =
[
− cos 2πx

2π

]n
0
= − 1− 1

2π
= 0,

bn =
n∑

k=1

sin 2kπ =
n∑

k=1

0 = 0

であり，任意の正の整数 n について an = bn が成り立つ．

以上より，任意の正の整数 n について an < bn を満たす関数は

1⃝, 3⃝ ……（答）

である．

• 0 ≦ x ≦ nにおいて， 1⃝, 3⃝は増加関数である．一般化して

0 ≦ x ≦ nにおいて，f(x)が増加関数ならば，an < bn が成り立つ



2

ことを示す．

an =

∫ n

0

f(x) dx =
n∑

k=1

∫ k

k−1

f(x) dx

0 ≦ k − 1 < k ≦ nのとき，f(x)は増加関数であるから

f(k − 1) ≦ f(x) ≦ f(k)

左の等号は x = k − 1のとき，右の等号は x = k のとき成り立つ．したがって∫ k

k−1

f(k − 1) dx <

∫ k

k−1

f(x) dx <

∫ k

k−1

f(k) dx

∴ f(k − 1) <

∫ k

k−1

f(x) dx < f(k)

∴
n∑

k=1

f(k − 1) <
n∑

k=1

∫ k

k−1

f(x) dx <
n∑

k=1

f(k)

∴ b0 + bn−1 < an < bn

よって，f(x)が増加関数ならば，an < bn が成り立つ．


