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正の整数m, nに対して，

A(m, n) = (m+ 1)nm+1

∫ 1
n

0

xme−x dx

とおく．

(1) e−
1
n ≦ A(m, n) ≦ 1を証明せよ．

(2) 各mに対して，bm = lim
n#»∞

A(m, n) を求めよ．

(3) 各 nに対して，cn = lim
m#»∞

A(m, n) を求めよ．
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【答】

(1) 略
(2) bm = 1

(3) cn = e−
1
n

【解答】

A(m, n) = (m+ 1)nm+1

∫ 1
n

0

xme−x dx (m, nは正の整数)

(1) 関数 y = e−x は減少関数であり，積分区間 0 ≦ x ≦ 1
n
において

e0 ≧ e−x ≧ e−
1
n

xm ≧ xme−x ≧ xme−
1
n (∵ xm ≧ 0)

区間 0 ≦ x ≦ 1
n
で積分すると

∫ 1
n

0

xme−
1
n dx ≦

∫ 1
n

0

xme−x dx ≦
∫ 1

n

0

xm dx

e−
1
n

[
xm+1

m+ 1

] 1
n

0
≦

∫ 1
n

0

xme−x dx ≦
[
xm+1

m+ 1

] 1
n

0

∴ e−
1
n 1
(m+ 1)nm+1 ≦

∫ 1
n

0

xme−x dx ≦ 1
(m+ 1)nm+1 …… 1⃝

(m+ 1)nm+1(> 0)をかけると

e−
1
n ≦ (m+ 1)nm+1

∫ 1
n

0

xme−x dx ≦ 1

∴ e−
1
n ≦ A(m, n) ≦ 1

を得る． …… (証明終わり)

(2) lim
n#»∞

e−
1
n = 1であるから，はさみうちの原理より

bm = lim
n#»∞

A(m, n) = 1 ……（答）

である．
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(3) 部分積分法により

A(m, n) = (m+ 1)nm+1

∫ 1
n

0

xme−x dx

= (m+ 1)nm+1

{[
xm+1

m+ 1
· e−x

] 1
n

0
−

∫ 1
n

0

xm+1

m+ 1
· e−x(−1) dx

}
= nm+1

(
1

nm+1 e−
1
n +

∫ 1
n

0

xm+1e−x dx

)
= e−

1
n + nm+1

∫ 1
n

0

xm+1e−x dx

である． 1⃝においてmをm+ 1とおくと

e−
1
n 1
(m+ 2)nm+2 ≦

∫ 1
n

0

xm+1e−x dx ≦ 1
(m+ 2)nm+2

∴ e−
1
n 1
(m+ 2)n

≦ nm+1

∫ 1
n

0

xm+1e−x dx ≦ 1
(m+ 2)n

が成り立ち

lim
m#»∞

e−
1
n 1
(m+ 2)n

= 0,

lim
m#»∞

1
(m+ 2)n

= 0

であるから，はさみうちの原理により

lim
m#»∞

nm+1

∫ 1
n

0

xm+1e−x dx = 0

であり

cn = lim
m#»∞

A(m, n) = e− 1
n ……（答）

を得る．


